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تأليف 


أ/ كمال يونس كبشة 
أ.د / عفاف أبو الفتوح صالح أ/ سیرافیم الیاس إسكندر 
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د / مدحت عطية شعراوی 


إشراف علمى (مستشار الرياضيات) 
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إشراف تربوى (رئيس الادارة المركزية لتطویر المناهج) 
د / أكرم حسن 


۲۰۲۵-۰۲۰۲ ٢ ل‎ 


غير مصرح بتداول هذا الکتاب خارج وزارة التربية والتعليم 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


المقد مض 


يسم الله الرحمن الرحیم 
یسعدنا ونحن نقدم هذا الکتاب أن نوضح الفلسفة التی تم فى ضوتها بناء المادة التعليمية ونوجزها فیمایلی: 
1 تنمية وحدة العرفة وتکاملها فى الریاضیات, ودمج الفاهیم والترابط بين كل مجالات الریاضیات الدرسية. 
2 تزوید التعلم ہما هو وظیفی من معلومات ومفاهیم وخطط لحل الشکلات. 
3 تبلی مدخل المعايير القومية للتعلیم فى مصر والستویات التعليمية وذلك من خلال: 
) تحدید ما ینبغی على التعلم أن یتعلمه ولاذا یتعلمه. 
ب ) تحدید مخرجات التعلم بدقةء وقد رکزت على مایلی: 
أن یظل تعلم الریاضیات هدف یسعی التعلم لتحقيقه طوال حیاته - أن یکون التعلم محیّا للریاضیات 
ومبادرّا بدراستها - أن یکون التعلم قادرا على العمل منفردًا أو ضمن فریق - أن یکون التعلم نشكا ومثابرًا 
ومواظبًا ومبتكرًا - أن يكون التعلم قادرّا على التواصل بلغة الریاضیات. 
4 اقتراح أساليب وطرق للتدریس وذلك من خلال كتاب (دلیل العلم). 
اقتراح أنشطة متنوعة تتناسب مع الحتوی لیختار التعلم النشاط اللائم له. 
6 احترام الریاضیات واحترام الساهمات الانسانية منها على مستوی العالم والأمة والوطن» وتعرف مساهمات 
وإنكازات العلماء السلمن والعرت ولا 


وقی ضوء ما سبق روعی فى هذا الكتاب ما یلی: 


U1 


* یتضمن الکتاب ثلاثة مجالات هی: الجبر والعلاقات والدوال» اا( والتکامل)» حساب اتاد وتم 
تقسیم الکتاب إلى وحدات متكاملة ومترابطة, لكل منها مقدمة توضح مخرجات التعلم الستهدفة, ومخطط تنظیمی 
لهاء والصطلحات الواردة بها باللغة العربية والانجليزية. ومقسمة إلى دروس یوضح الهدف من تدریسها للطالب 
تحت عنوان سوف تتعلم» ویبداً كل درس من دروس کل وحدة بالفكرة الأساسية لحتوی الدرس وروعی عرض 
المادة العلمية من السهل إلى الصعب ویتضمن مجموعة من الأنشطة التی تتناول الربط بالمواد الأخرى والحياة العملية 
والتی تناسب القدرات الختلفة للطلاب وتراعی الفروق الفردية من خلال بند اکتشف الخطاً لعالجة بعض الأخطاء 
الشائعة لدی الطلاب وتوکد على العمل التعاونی» وتتکامل مع الوضوع كما یتضمن الکتاب بعض القضایا الرتبطة 
بالبيئة المحيطة وكيفية معالجتها. 

٭ كما قدم فى كل درس أمثلة تبدأ من السهل إلى الصعب» وتشمل مستويات تفكير متنوعة؛ مع تدريبات عليها تحت 
عنوان حاول أن تحل وينتهى كل درس ببند «تمارين» وتشمل مسائل متنوعة تتناول المفاهيم والمهارات التي 
درسيا الطاك. في الدرس. ١‏ 


وأخيرًا ..نتمنى أن نكون قد وفقنا ف إنجاز هذا العمل لما فيه خير لأولادناء ولصرنا العزيزة. 


والله من وراء القصد. وهو يهدى إلى سواء السبيل 
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١ - ١‏ الدوال الحقيقية. سسس 


۲-۱ يعض خواص الدوال. سس 


۱ لا 9 لین م[٦‏ اطران ال 


(١ : ۲‏ التمثیل البياني للدوال والتحویلات الهندسية. . 
اح 5 ۵-۱ حل معادلات ومتباینات القيمة المطلقة. ... 
3 


۲ - ۳۲ الدالة الأسية وتطبيقاتها. ............. 
۲ - ۲ المعادلات الأسية . س 


* | ۲ - 5 مالس یہ 


۳ - ۵ الدالة اللوغاريتمية وتمثیلها البیانی. ---.. 


٣٢ 3‏ بعض خواص اللوغاریتمات. ...... 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكيدناء التعلیمی 


الوحدة 1 


٣‏ إيجاد نهاية الدالة حبري سس الل لم46 
۲ - ۱ نهاية الدالة عند ال لذخها كت ل لظت _شل3632 
2-7 هایه الدوال لظت ا ا 


۳ - ۵ بحث وجود نهاية للدالة عند نقطة © © © ٹس 8ق ۱۱ 


EEE 
۹۹۹ الاتصال. ...×× 9 یس سلسسبری سھشست..‎ - 5 5 
با فى‎ 


* - ۲ قانون قاعدة جيب التمام. ٥‏ ےو VT‏ 


|] ١ 
6ہب‎ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعلیمی 


5 مقدمة الوحدة 


يعد ليوناردو أويلر 16۳ 60۳/0۲۵ (2۱۷۰۷- ۱۷۸۳م) السويسرى الأصل من آبرز علماء القرن الثامن عشر فى الرياضيات والفيزياء 


712100157 and Drawing CHOC 


کی 1 


۱ فقدم وعمم 0 من التعبیرات الرياضية ومنها مفهوم الدالة (۳۳۵61102) وینسب له استخدام الرمز (×)- أو ص = د(س) للدلالة 
علی الدالة معتبرّا أن الدالة ارتباط بين عناصر مجموعتین بعلاقة تسمح بحساب قيمة متغیر تابع ص لآخر مستقل س نختاره بحریةء ویذلك 
عرّف الدالة لا المنحنی مما ساهم في تحویل الهندسة إلى علاقات حسابية. كما حول جمیع النسب المثلثية التی نوه بها المصریون القدماء 
والبابلیون وبرع فیها العرب إلى دوال مثلثية. آدخل آویلر العدد الثابت 2.71828 = ۰ (عدد آویلر) كأساس اللوغاریتم الطبیعی, واکتشف 
العلاقة الرياضية 1-0 +“ © والتی تربط بين آهم خمسة ثوابت فی الریاضیات كما ربط بين الدوال المثلثية والدوال الأسية والاعداد المركبة. 
فى هذه الوحدة ستعرف صورًا مختلفة من الدوال الحقيقية وسلوکها وتمثیلها بیانیّا مستخدمّا التحویلات الهندسية والبرامج الرسومية 
واستخدام الدوال الحقيقية فى حل مشکلات رياضية وحياتية فى مجالات مختلفة. 


سس سل لس سس ی 


7 
ہیی ہیر ےا O‏ سر ےچ رو E E‏ سوا 


کبک سے بسر 


مخرجات تعلم الوحدة 


بخ + سب 7 


© یتعرف مفهوم الدالة الحقيقية. 

يحدد مجال الدوال الحقيقية» والمجال المقابل 
والمدی لها. 

5 یتعرف فكرة مبسطة عن العملیات على الدوال 
الحقيقية (ترکیب الدوال) 

۴ بتعرف بعض خواص الدوال الحقيقية. 

7 یتعرف الدوال الزوجية والدوال الفردية 
ویفرق بینهما. 

5 یتعرف الدالة الأحادية (006 - 0 - 086), 
# يستنتج اطراد الدوال الحقيقية (تزايد الدوال 
- تناقص الدوال - ثبوت الدوال). 


یتعرف الدوال کثیرات الحدود. 
7 يرسم منحنیات الدوال [الدالة التربيعية - دالة 


کتاب الریاضیات البحتة - 


حیحص سم 


بعد دراسة هذه الوحدة ء وتنفیذ الأنشطة فیهاء یتوقع من الطالب آن: 


المقیاس - الدالة التكعيبية - الدالة الكسرية 


ویستنتج خواص کل منها. 


سے سے سے سے سے سے سے سے sans anan snna‏ سس 


یستنتج تأثير کل من التحویلات: 


د(س + )± بء أد (س + ب) + ج 
علی الدوال السابقة. 


السك الف 
يحل معادلات على الصورة: 


اس +ب| اس +ب| = |ء س +جاء 


اس +ب|-جس + 


# يحل متباينات على الصورة؛ 


|اس+ب|<ج ء |اس+ب|<ج 
|اس+ب| > ج |اس +ب| > ج 


ج یہس جو ےج ج ہو ےھ ےجس ےو ۲ص 


HF‏ 1 يستخدم الدوال | لحقيقية فی حل مشکلات 


رياضية وحياتية فى مجالات مختلفة. 


# يربط بين ما درسه من تأثير التحويلات 


السابقة على الدوال المثلثية فى صورة 
آنشطة. 

يبحث عن التمثیل البیانی للدوال الحقيقية 
السابق دراستها» وتأثیر التحویلات السابقة 
باستخدام برنامج الجيوجيبرا "86086072 . 


۳ یستخدم الآلة الحاسبة البيانية في التمثیل 


البياني لبعض الدوال التی بصعب تمثیلها 
بالطرق العادية ثم دراسة خواص هذه 
الدوال. 


جک کک 


EAR a‏ مہ | بي 


المصطلحات الأساسية 


کک ٠‏ کک کک ہی کی کی ی ی کے 


م22 


/ إلى دالة حقيقية RealFunction‏ ۴ دالة فردية oddFunction‏ ۲ دالة كسرية Rational Function‏ 
8 مجال Domain‏ ® دالة أحادية One-to-One Function‏ ۳ خط تقارب Asymptote‏ 

۱ 8 مجال مقابل 0-00 ۴ اطراد دالة ۸۷/۵۵۵۱۵۵۵۵ ۰ ۲۲ تحويل Transformation‏ 
8 مدی Range‏ > دالة تزايدية increasing Function‏ ® إزاحة (انتقال) Translation‏ 

Reflection انعكاس‎ ۲۴ Decreasing Function دالة تناقصية‎ ۲ Vertical Line ۳ خط را‎ 8R 

( © دالة متعددة التعريف ۴ا دالة ثابتة Constant Function‏ ® تمدد Stretching‏ 

Graphical Solution حل بیانی‎ > polynomial Function دالة كثيرة الحدود‎ ۲۲ Piecewise Defind Function 

8R /‏ دالة مركبة Composite Function‏ ۲۴ دالة مقياس (قيمة مطلقة) 

Absolute Value Function Even Function دالة زوجية‎ 8 / 

EET,‏ ا E E GAC CA AN‏ ی 


دروس الوحدة و مخطط تنظیمی للوحدة 


وس ۳ جوم تک مادم سس سا 
5 66 
) الدرس (۱ - ۱): الدوال الحقيقية. 
الرس( )؛ بعض خواض الدرال. 
) الدرس (۱ - ۳): اطراد الدوال. مجالالدالة ٠‏ 
الدرس (۱ - 5): التمثیل البياني للدوال والتحویلات الهندسية. 


الدرس ١(‏ - ۵): حل معادلات ومتباینات القيمة المطلقة. 


ےج 


حچ ‏ رےہ رسیم 


وس الأدوات والوسائل 


یسم س سی هه 


) 


آلة حاسبة رسومية - حاسب آلى مزود ببرامج رسومية 


(Graph, GeoGebra) 


اطراد الدالة 


کی سلا ی ی ی 


تحت بت جک 


0 التمثيل البياني للدوال والتحويلات الهندسية ‏ 7 


تطبیقات حياتية ' 


سح یی یی 7 


کک کک کک کک کک کک کک کک کک کک کک کک کی ی س سی ی ی ی 


کاب اللطالايت الل الا انڑل ۳ 
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الوحدة الأولى 


۱ / الدوال الحقيقية ۱ 


Real Functions 


7 مفهوم الدالة الحقيقية. 
7 اختبار الفط الرأ 
8 الدالة متعددة التعريف ( المعرفة الدالة الحقيقية Real Function‏ 

بأكثر من قاعدة). 5 10ب 0 ۰ 5 

تسمى الدالة د دالة إذا كا ن مجالها ومجالها المقا 
8 تحديد ال ومدی الدالة الحقيقية. سحی می ن کل من بت 08۰ 
العملیات عل‌الدوال. الأعداد الحقيقية ع أو مجموعة جزئية منها. 

لہ .. 
بت٣‏ تعلم ۱ 


»( المصطلحات الأساسية 


2 شس Function‏ ا تبار الخط الرأسى 

5 5 ۶ Domain ۶ | 

8 جال مقابل Co-domain‏ إذا وجد آن ۱ الراسی 6 

8 مدى Range‏ كل عنصر من عناصر المجال 

5 خطط سهمى Arrow Diagram‏ تفن رنة 3 وا فل من ۱ 

5 مخطط بياني Cartesian Diagram‏ 7 ال ہہ دص“ "۳ دالة لست دالة 
2 خط رأسی Vertical Line‏ النقط التى تمثل العلاقة؛ كانت 

“ا دالة متعددة التعريف العلاقة دالة من سے > صہ 


Piecewise Function‏ 2ہ مثال 
حك تحديد العلاقة التى تمثل دالة 


Identify the Relation Representing Function 


از د ات المستخدمة () فى كل شكل من الأشكال الآتية بِيّن ما إذا كانت ص تمثل دالة فى س أم لا. 
دوات مه 


آله حاسبة علمية. 


)۲( شکل (۱) شکل‎ EKO 
٥ 


إذا كانت د: سے سے صہ 
فان بیان د = 

٣٣س‏ © س-د » 
ص 2 فد وص د(س)1 


شکل (۳) شکل () 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاگتور محمد رزق معام الکیقیاء التعایمی 


1 ۱۱ 


© الحل 

شکل (۱) یمثل دالة فى س. 

شکل (۲) لا یمثل دالة فى س لأن الخط الرآسی المار بالنقطة (۰۰۱) بقطع الشکل البیانی فى عدد غير منته من النقط. 
شکل (۳) یمثل دالة فى س . 

شکل (5) لا يمل دالة فى س لانه يوجد خط رأسي يقطع المنحنی في أكثر من نقطة. 

اتا حاول أن تحل 

() بين أى الأشكال الاتية تمثل دالة من س سے ص مع ذكر السبب. 


شکل (۱) 


9 متا تعیین مدی الدالة بيانيًا 
© إذا كانت د: [۱ ۳ سے ع حيث د(س) = س +۱ 
© الحل 
الدالة د دالة خطية مجالها [21 ۰] تمثل بيانًا بقطعة مستقيمة طرفاها 
النقطتان (۰۱ 5(١))ء‏ (هء د(ہ)) أى النقطتين (۱ ۰)۲ (۵» 1). 
مدی الدالة د = [۰۲ ]٦‏ 


منحنی الدالة. 


Piecewise- Defined Functions الدالة متعددة التعريف:‎ 


۳۵ تعلم ۱ 


الدالة متعددة التعریف. هی دالة حقيقية يكون لكل مجموعة جزئية من مجالها قاعدة تعريف نتلفة. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدق الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


رسم الداله متعددة التعريف: 


ذه مثل 


إذا كانت د(س) - 
ت ۱ س تا اس هة 
عين مجال الدالة د ومثلها بيانيًا واستنتح من الرسم المدى. 
© الحل 
القاعدة الا ولىد (س)ع ۲-س عندما -۲< س < ۲ آی على الفترة [ -۰۲ ۲[ 
وهى لدالة 5 ىة تمثل بة ۱ 5 تق 5 طرفاها النقطتان 
)١ 0‏ مع وضع دائرة مفرغة عند النقطة (۲ (١‏ 
لان 2۲ [-۰۲ ۲[ كما فى الشکل المقابل. 
القاعدة الثانية : د,(س) = س عندما ۲< سض٥‏ أى على الفترة [۲ ۰] 
وهی لدالة خطية تمثل بقطعة مستقيمة طرفاها النقطتان (۲ ۲). (۵.0) 


۳-س عندما -۲ 2 س < ۲ 


ویکون مجال الدالة د- [-۲ 0 9 بت 0 E‏ 
و و ںہ لان ص 
مجال الدالة د = »٠-[‏ ه] 00 
مدی الدالة د = ]۱ ۳ 
2 227 س 
۲ س0ج a‏ 
3 حاول أن تحل في الشکل البياني الممثل للدالة د 
س ١-‏ عندما -۲<س<. مجال الدالة ۰11 ب] 
( ذا کانت د(س) - ۱ مدى الدالة -[ج 5 ] 
س + ١‏ عندما س > ۰ 


عين مجال الدالة ومثلها بيانًا واستنتج من الرسم المدى. 
0 فى كل من الأشكال البيانية التالية استنتج مجال ومدى الدالة. 
ل 7 رج 


03 


رج ص (۵) ص 


۳ ۳ 


تحدید مجال الدوال الحقيقية والعملیات علیها 


Determining the Domain of the Real Functions and Operations on it 


يتحدد مجال الدالة من قاعدة تعر یفھا أو الشكل البيانى لها. 
ENO‏ 


ره مثال 5 5 ۱ 9 
تعيين مجال الدالة Determining Domains‏ ٹن 
(4) حدد مجال كل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآتية: مجموعة الأعداد الحقيقية ما 
2 س ۳٣+‏ © لم تكن محر على حرط 
ری وج و د,(س) -۷س ۲۰ جزئية منها. 


© .(س) ء٢‏ س-ہ 
© الحل 
.أ الدالة د, تكون غير معرفة عندما یکون المقام = ٠‏ لذلك نضع س۰2۹-۲ أى س - ۲3 
وعلیه یکون مجال الدالة د, هو ع - ۲1 ۳). 


FEM‏ اشارة 
اب مجال الدالة د, هو جمیع قيم س التى تجعل قيمة ما بداخل الجذر 5 س 
۶ د ۳ 
التربيعى موجبا او صفراء ای قیم س التی تجعل س ۲ >> ٠‏ 
س - ۲ > . ۰ س ك> ۳ e‏ مجال د = |۰۳ [. 
رج د,(س) =۷ س -1 » دلیل الجذر عدد فردی مجال دہ = ع 


لاحظ 
إذا كانت د(س) =۲ ر(س) حیث ن 3 صہ ن > ۰۱ ر (س) كثيرة حدود 
أولا:عندما ن عدد فردى فان مجال الدالة د = ع 

ثانيًا: عندما ن عدد زوجى فإن: مجال الدالة د هو مجموعة قيم س بشرط ر(س) > ٠‏ 


61 حاول أن تحل 
©) حدد مجال کل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآتية:- 
@ س)۔ __ س۳ _ (۳) د,(س) < باس۲۲-۲ 


س" - ٣س‏ + ۲ 
لاد (س) علاس -ه 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الوخدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


إذا کان محال الدالة د حيث د(س) گا ہر هو ع -(۳) أوجد قيمة ك. 


5 ۱ 
۱ کت تعلم العمليات على الدوال Operations on Functions‏ 


إذا كانت د, ء دہ دالتين مجالاهما م,ء م, على الترتیب » فإن: 
1 (ن ض) (س)دی )غ د (س) > مجال(د, ل د) هو مم 


۲ (م دپ) راد (س). مپ(س) + مجال (د. د,) هو م۹ م, 


۳ ()(س) ا حيث د,(س) .2 مجال20) هو (م,00مب)-ف (ه) 


عن فاق اع سرن 


نلاحظ أنه فى جميع الحالات السابقة ء مجال الدالة الجديدة يساوى تقاطع مجالى د» د, باستثناء القیم التى تجعل 
در(س) = ٠‏ فى عملية القسمة. 


ف مثر 


(۵) إذا كان د(س) -س۲-ع۶س ٠١‏ ر(س)= اس :۲ ۰ ع(س)-۶۷-س 
آولاً: آوجد قاعدة ومجال کل من الدوال الاڈ 


ھا (د +ر) 9 ۳ 
© (.ع) 9ئ 
انیا: حسب اض العددية اق آمکن - لکل من: 
® (ر -ع) (۱) 9 (د.ع) (ه) رج 5 )۳( 
@ الحل 
و مجال د = م = ع » مجال ر = م, = [-۰۲ [ء مجال ع = م =]- ۰ ]٤‏ 
® (د +ر) (س)-د(س)+ر (س) .لبیل 
عش سكاس جس 7 ہ جچے لے ههه 
ومجال الدالة (د +ر) هو ع2١‏ [-5,”© [-[-۶۰۲ [ < نان 1 
"۳ (ر-ع) (س) -ر(س) - ع (س) عيب موم 
EES ٤‏ بو ۳ ۱ - 
ومجال (ر-ع) هو: ۲ب [0 ]- ٭ہ 6] - [- ] ۰۱ ۷ ۱ 
© (د.ع) (س) -د(س).ع (س) ۱ 
= (س۶-۲س) ۷ ۶-س توب هه 
ومجال (د.ع) < ع 0] -ع»» 4] -] -٭ء ]٤‏ ۰۴ ك1كك :2 


© ركاب اس ۷ ب 
ضف کک جو ۴ 
مجموعة اصفار الدالة د هی [۰.] ۲ 


۲ ۷۲۶ - ص(د) 


مجال (&)=] ۶ 0]6 ۰۱-6 -] - 6[ (۰) 
ثانیّا: القیم العددية: 
٠." (‏ (ر-ع) (س)< ۷ س +۲ - ۶۷-س لكل س 3 [-40۲] 
۰ ]۰ (ر-ع)(۱) ۳۷-۳۷۷ -صفر 


]٤ »٥- -س لکل س3]‎ ٣٤٤ (د.ع) (س) = (س' - ۶س)‎  )( 
غير معرفة‎ )٥()ع,د(‎ ۰ ]٤ «oo-[ 0 


رج ری (س)- تت لکل س3]-٭, :[-(] 
۰ہ 0[-() ٠‏ رگ م لئ د 
1 حاول أن تحل 
() إذا كانت دہ ر دالتين حقيقيتين حيث: 
د(س) س' - ۶ ر(س) =۷ س ١-‏ أوجد: 
"7 مجال كل من الدوال الآتية: (د+ر) ١‏ (د.ر)» (2) ۰ (2) 
© أوجد القيمة العددية - إن آمکن - لكل من: 
)+( < (دی)() < ©< جام 


0 A 
359 سا‎ 
Composition of ۲۴68085 عمل تعاونمه  ) تركيب الدوال‎ 3 


يقوم مصنع بتصدیر جزء من إنتاجه يعطى بالعلاقة د(س) = + س حيث س عدد الوحدات المنتجة فى العام الأولء 
وكان عدد الوحدات المصدرة فى العام التالى يعطى بالعلاقة ر(د) = د + ۱۵۰۰ حيث د عدد الوحدات المصدرة فى 
العا الاول. 
۲ ۱ 
ابحث (مع زمیل) کم یکون عدد الوحدات المصدرة فى العام الثانی إذا كان إنتاج المصنع فى العام الأول 
(i)‏ حم وحدة (ب) ۰ وحدة 


للتحقق من صحة استنتاجك تتبع المخطط التالى: 


ETS 


إنتاج العام الأول المصدر فى العام الأول المصدر فى العام الثانى 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


5 . 
26 تعلم ۱ 
إذا كان مدى الدالة د تقاطع مجال الدالة ر لا يساوى © فإنه يمكن استنتاج دالة جديدة ع تترکب من 
ین ین رس 
وتقراً ر ترکیب دہ أو ر بعد د حيث تطبق الدالة د أولاً ثم الدالة ر 
ویکون ع(س) -(ره د) (س) 
= ر(د(س)) 


من المخطط السابق یکون: 


0۳۰۰ ( 


.ا ع(۲۰۰۰۰)عر [د(۲۰۰۰۰)] ھا ع (۰۰ 0-سىس“< 00000 
3 
< ر (۵۰۰۰) = ۵۰۰۰ 
2۱0۰۰۵۰۰۰ 19۰۰ وحدة 
فكي: هل عملية تركيب الدوال عملية إبدالية؟ 
> لبحث الاجابة عن هذا السؤال أوجد (د © ر ) (س)ء(ر ٥‏ د) (س) حيث د(س) = ٤س‏ ء ر(س) = ٢س‏ 


8 حاول أن تحل 
2 إذا كان د(س) = س" +۰1 ر(س) = ٣س‏ 
آولا: آوجد (ده ر) (۲) ثانیا: حدد قيم س التی تجعل (ده ر) (س) = ٣٤‏ 


اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة : 
() آی من الأشكال البيانية الآتبة لا تمثل دالة فی س: 


1 
حح 
3 
5 عا 


۷: 


۹۹۳ - 92/10 


صا ص] ات 


4 (ب) (ج) (د) 


0 جمیع العلاقات الاتية تكون فيها ص دالة فى س ما عدا العلاقة: 
68 ص دعس +۱ ا صد س'-؛ 
ا س-ص"'-؟ (د) ص = حا س 


أجب عن ما يأتى : 
س - ۱ عندما ؟ < س < ۶ 


حدد محال الدالة د حيث 
9 ی د حیث د(س) 0 عندما -۲ <س < ۲ 


ثم ارسم الشکل البيانى للدالة » ومن الرسم استنتج مدی الدالة. 


() ارسم الشکل البياني للدالة د حبث: 


د(س) ١‏ ومن الرسم استنتج مدی الدالة. 


٣س ١-‏ عندما س < ۲ 


٠< 2س‎ ٣- عندما‎ ٣+ س٢‎ 


(ق) إذا كانت دس)- | 


١-س‏ عندما <٠‏ س < > 
ارسم الشكل البيانى للدالة دء ومن الرسم استنتج مدى الدالة 


٤س‏ +۲ عندما س < ١‏ 


© إذا كان:د(س)- | -۔س'. عندما <١‏ س <۲ 
س ۱-۲‏ عندما س > ۲ 


او جد: 


ھا د(صفر) اب د(ه) (ج) د(۲) 


(۷) الریطبالمیکانیکار إذا كانت سرعة دراجة بخارية ع(ن) بالسنتیمتر/ ثانية تعطی بالدالة ع حیث: 


۸ن عندما رال و 
ع(ن) = ۸۰ عندما 1١+‏ حن > 


٤ن‏ + ۸۸۰ عندما ۲۰۰ < ن < ۲۲۰ 


حیث ن الزمن بالثانية» آوجد: 


ع( © ع( © ع(۲۱۰) 


0 الربطمبالتچارقر تمثل الدالة د » حيث: 
ہی فاا یں بو 
د(س) = ٢١س‏ + ۲۵۰۰ عندما ۰ < س < ۱۵۰۰۰ 
س + ٠٠٠٠١‏ عندما ۰ < س < 1۰۰۰۰ 


المبلغ بالجنيه الذى تتقاضاہ شركة لتوزيع أحد الأجهزة الكهربية» حيث س تمثل عدد الأجهزة الموزعة. آوجد: 


ل 


ھا د(۰۰.) © (۰۰۰.) © د(۰۰۰.) 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الاکتور محمد رزق معام الکیه‌یاء التعاععى 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 
(8 عين مجال كل من الدوال الحقيقية المعرفة بالقواعد الآتية: 


6 د فان +" (ب) "می 

] درس) سد وس جن ر د(س) سآ 
9 | د(س) = ماس -۲ 0 اد(س) ے٤‏ ۔س' 
E ۳ E‏ ۱ ۱ 
اها )| د 2 (و) ح + 
e‏ ۷ كس ۱ جا د(س) س من ۲ 


9 إذا کان: د:ع همع حيث د,(س) <۳س -۱ ۰ 
دن م] هع حيث در (س) د۲س ٤+‏ 

فأوجد: (د, +د,) (س)ء (د, - د,) (س) مبينًا مجال كل دالة. 
9 إذا کان: د (س) = س+؟ ومجال د, = [-۰۳ ۶] » د,(س) = س' + ۲س ومجال د, -[-۰]۳۰۱ 

أوجد: (د, +د,) (س) » (د,-د,) (س) ء (2د) (س) ۰ (چد) (س) مبیتا مجال كل دالة. 
9 إذا كان: د(س) -۲س +۰۱ ر(س) = س" -5» ق (س) = س" أوجد: 

)د ه ر( ۳( ام زر ه 5) )2 اجا (رهق)(0) ...ادا (ق مہ 
9 إذا کان: د(س) = » ر(س) = س +۲ 

أوجد: (د ه ر)(س) ء (ر ه د) (س) . 


9 |ذا کان: د(س) -س۳-۲ ...۰ ر(س) -۷ س ۲ 


آوجد: (د ٥‏ ر) (س) فی أبسط صورة ثم آوجد (د ٥‏ ر) (۳) 


الوحدة الأولى 


/ بعض خواص الدوال ١‏ 


مت 
Some Properties of Functions‏ ۲ 


قد يتميز الشكل البيانى للدالة د حيث ص - د(س) بصفات هندسية تلاحظ من الرسم 019 
بسهولة, ویمکه اس ستخدامها فى دراسة الدوال وتطبيقاتها وأشهر هذه الصفات التماثل 8 الےائل فى منحنيات الدوال. 


5700107 حول محور الصادات أو التماثل حول نقطة الاصل. © الدوال الزوجية. 
3 الدوال الفردية. 


55 5 الدوال الأحادية. 
سبق أن درست التماثل حول مستقیمء حيث يمكن طى الشكل على المستقیم؛ لينطبق 
نصفا المنحنی اما ودرست كذلك التمائل حول نقطة الأصل. 


المصطلحات الأساسية لو 


Symmetry غائل‎ 7 
Even Function دالة زوجية‎ 5 
Odd Function دالة فردية‎ 7 

7 دالة أحادية 
One - to -006 Function‏ 


التماثل حول ہجوز الصادات التمائل حول نقطة الأصل. 8 خط أفقى Horizontal Line‏ 


شكل (۱) شكل (۲) 


فى شكل (۱): 

تكون النقطة (-س ء ص) الواقعة على الشكل البيانى لمنحنى الدالة هى صورة النقطة 

(س ء ص) الواقعة عليه أيضًا بالانعكاس حول محور الصادات. 

۰ ۱ الأدوات المستخدمة 8 
فى شكل (۲): ١‏ © آله حاسبة علمیة - برامج 

إن النقطة (-س. -ص) هي صورة النقطة (س» ص) الواقعة على نفس المنحنى. 


3 حاول أن تحل 


ار فى کل شکل من الأشكال الآتية بن المنحنیات المتماثلة حول محور الصادات 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدق الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


2 (ج) 


نکر ناق 
هل تتماثل منحنيات جميع الدوال حول محور الصادات أو حول نقطة الأصل فقط؟ فسر إجابتك. 


Even and Odd Functions الدوال الزوجية والدوال الفرديك:‎ 


0 تعلم ۱ 

الدالة الزوجية: يقال للدالة د: س > ص إنها دالة زوجية إذا كان د (- س) = د (س)» لكل س ء -س 3 سہ 
ويكون منحنى الدالة الزوجية متماثلا حول محور الصادات. 

الدالة الفردية: يقال للدالة د: س > ص إنها دالة فردية إذا كان د (- س) = - د (س)» لكل س » -س 3 س 
ويكون منحنى الدالة الفردية متماثلا حول نقطة الأصل. 

لاحظ: كثير من الدوال ليست زوجية ولیست فردية 

عند بحث نوع الدالة من حيث كونها زوجية أو فردية يجب تحقق شرط إنتماء العنصرين س ء -س إلى مجال 
الدالة» وإذا لم یتحقق كانت الدالة ليست زوجية ولیست فردية دون إيجاد د(-س) 


ف مثل 


() ابحث نوع الدالة د في كل مما يأتى من حيث كونها دالة زوجية أو فردية. 


82 د (س) = س" (ب) د(س) = س" رج د(س) = ۷ س +۲ ره د(س) 5 جتنا سل 
© الحل 


(1) د (س) -س". مجالد = ع 
۰ لكل س » -س 3 يع ء یکون: د(-س)- (-س)' = س' 
أى أن: د(-س) - د(س) ۰ ددالة زوجية 
(©) د(س) = سء مجالد = ع 
` لكل س ۰ -س 3ع ء يكون: د(-س) = (-س)" -- س" 
أى آن: د(-س)- -د(س) ”د دالة فردية 
نل هامة: 
تسمی الدالة د: ع + د(س) = اس حیث | و ۰.ن 5 ص دالة القوی » 
وتکون الدالة زوجية عندما ن عدد زوجی ء فردية عندما ن عدد فردی. 


© د(س) =۷ س +۳ مجال د=[-۲: [ 


لاحضآن 34 [۰۳* [ بینما ے2 [-ء 0[ وا `< 


" الدالة د ليست زوجية ولیست فردية. 
حا( س)= حاس 
© د(س) = حتا س ء مجال د = ع حتا (-س) = حتا س 
لکل سء -س 3 ع يكون: حر لس 


د(-س) - حتا (-س) - حتا س 
أى أن: د(-س) -د(س) د دالة زوجية 


61 حاول أن تحل 

(۲) ابحث نوع الدالة د فى كل مما يأنى من حيث كونها دالة زوجية أو فردية أو غير ذلك. 
1 د(س) = جا س () د (س) = س" + جتاس (ج) د(س) دس" - جا س 
(۵) د(س) = س" جتا س (©) د(س) = س" جا س (9) د(س) = س" جتاس 
@ د(س) دس س' اح) د(س) = جاس +جتاس ١ط‏ د(س) = جاس جتاس 
ماذا تستنتج؟ 

خواص هامة: 

إذا کان كل من:د, ء د, دالة زوجية ء وكان کل من: ر,» ر, دالة فردية ء فإن: 

)١‏ د +د, دالة زوجية ۲ ر+ر دالة فردية. 

۳ د, «د, دالة زوجية 5) ں×ر, دالة زوجية. 

0٥‏ د,»«ر, دالة فردية ٦‏ د,+ر, ليست زوجية ولیست فردیة. 


باستخدام الخواص السابقة ء تحقق من صحة إجابتك فى بند حاول أن تحل (۲) 

۶ منال 

(۲) یوضح كل شکل من الأشكال الييانية التالية منحنی الدالة ده حدد من الرسم ما إذا كانت الدالة د زوجية أو 
فردية أو غير ذلك وحقق إجابتك جبریا. 


یا 
ص2 ۔ح 


TERN 
ل‎ 


2 


د(س) = س٣‏ + س 
۵ 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


©> الحل 


0 (س) -س۲+س, من الشکل البیانی للدالة د نلاحظ آن: 
مجال د = ع» منحنی الدالة متمائل حول نقطة الأصل ؛ أى أن الدالة فردية 


"۰ كل سن -س 5ع .د (-س) = (- س)" + (- س) 
الط د (-س) =- س - س 
ناعد (-۱) عاملا مك گا د (-س) =- (س۳+س) 
د (-س) = - د (س) 
أى أن الدالة فردية. 


© د (س) -۲-س۲ ۰ من الشكل البيانى للدالة د نلإحظ أن 
مجال د - [-۰۲ ۲] » ومنحنی الدالة متماثل بالنسبة لمحور الصادات؛ أى أن الدالة زوجية 
7 كلسو عست [۴:7] ۰ د (-س) - ؟-(-س)" 
ا د (-س) -۲-س" 


د (-س) = د (س) أى أن الدالة زوجية 
© د (س) د س" -ءس» من الشکل البيانى للدالة د نلاحظ أن: 


مجال د- ۶ء ومنحنی الدالة لیس متمائلا حول محور الصادات: وليس متمائلا بالنسبة لنقطة الأضل؛ 
أى أن الدالة ليست زوجية ولیست فردیة: 


.۰ كل س » -س 3 ع ۰ د(س) -(-س)۶-۲(-س) 
بالتبسیط د (-س) -س۶+۲س سح د(س) .٠‏ دليست زوجية 
ولکن - د (س) = - س" ٤+‏ س 
لذلك فان د (-س)# -د (س) ۰۰ د ليست فردية 
آی آن الدالة د لیست زوجبة ولیست فردیة. 
1 حاول أن تحل 
©) اذکر نوع كل من الدوال الممثلة بالأشكال البيانية الاتية من حيث کونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 
® 39 (ج) © 


بعض خواص الدوال 


8 حاول أن تحل 


1 س+۲ حیث س >-۲ ۲ 
© مثل الدالة د حيث د (س) - بیان 
۳ ۲۵ کک د 
ثم بیّن: هل الدالة زوجية أو فردية أو غير ذلك؟ وتحقق من إجابتك جبرپا. 
الدالة الأحادية: One - to - One Function (Injective Function)‏ 
0 0 ؤوکپ> > > ۹ھ تسمى دالة أحادية إذا كان: 
لكل اا <س 1 د (ا)>د(ب) فإن أدب 


ع 


أو لکلب فان د (ا)٭د (ب) 


ف مثل 


(ع) 


© یوضح كل شکل من الأشكال البيانية الآتبة منحنى الدالة دس -- > صہ ء أثبت أن د دالة أحادية. 


۹8 


© الحل 
[ 1 د(س) = س +۲ مجال د = ع 
لكل أءب دع فان د()-۲+۱ »> د(ب) -ب +۲ 
بوضع د () = د (ب) ۰۰[+۲-ب+۲ 


وبحذف ۲ من الطرفين ‏ ..أ=دب لذلك فإن د دالة أحادية 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعايمى 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


ی س -۵ 
SE‏ کس ےت 
لكل اب دع -() فان د() ات د(ب) ے٣‏ 
9-۳ بده 


وي ےد م 
بالضرب التبادلى ١١ب‏ -11-هب +۳۱۰ اب-1 ب-۰|+۱۰ 


بالحذف والتسیط 1 ۱ داب لذلك فان اد دالة آحادية, 


Horizontal - Line Tet  یققالا تعلم. .۰ اختبار الخط‎ 8 

تکون الدالة د: س» ص دالة إحادیة إذا كان الخط الأفقى (الموازی لمحور السینات) عند كل عنصر من 
عناصر مدی الدالة پقطع منحنی الدالة فى نقطة واحدة. 

3 حاول أن تحل 

(8) فى بند حاول أن تحل (۳) ص (۱۹)» بين الأشكال البيانية التی تمثل دالة إحادية. 

2 آثبت أن د: سر ص دالة إحادية حيث: 


۳ س -ه 


نل 7 (س) = ۲س - ۲ (ب) ی (س) 2 ws‏ 


فی مثل 


© الحل 
(۲) < 5 ه (-۲) < ۰ د(-۲) <د(۲) < 6 
٢٤٣-٠‏ . د ليست أحادية 
ونلاحظ أن الخط الافقی عند ص = ۶ يناظر قيمتين غير متساویتین 
للمتغير س هما -٢ء‏ ۲. 


0# نمین۲-۱ 8۶ 


۲ - 1 


بعض خواص الدوال 


2 آوجد مدی كل دالة وبين نوعها من حيث کونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 


شکل (8) شکل (۰) 


(۴) ابحث نوع الدالة د من حيث کونها زوجية أو فردية أو غير ذلك. 


9 مدشن درد 

2 د(س) = س'- ٣س‏ <۹ س×١‏ (9) د(س) = س حتاس 

س)۔ا س+٦‏ © د(س) ےس ® د (س) = (س۲)۱:۲ 
رکا إذا کانت دودو دوال حقيقية حيث د, (س) س* د,(س) دخاس: د,(س) < هس 

فبین أى الدوال الاتية زوجية وآیها فردية وأيها غير ذلك 

رل د٣‏ دم ابا و © د * ۵ © شب« لب 
(ق) إذا كانت دء ر دالتین حقیقیتین حيث د(س) = (۳- س)۲ ۰ ر(س) = (۳+س)" 

بين أى الدوال الاتية فردية وأيها زوجية وأيها غير ذلك. 

لله د+ر © ددر © د.ر 9 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


© أجب عن ما يلى من خلال الأشكال الآتية: 


شکل (۲) 


شکل (:) 
شکل (۳) 


أولا: أكمل رسم شکل (۱) وشکل (۳) في كراستك» بحیث تصبح الدالة زوجية على مجالها. 
ثانيًا: أكمل رسم شکل (۲) وشکل (4) في کراستك بحيث تصبح الدالة فردية على مجالها. 


ثالعًا: حدد مجال ومدی الدالة فى كل حالة وبین أى الأشكال البيانية تمثل منحنی دالة احادية. 
© فى كل من الدوال المعرفة كما يلى حدد ما إذا كانت الدالة المعطاة أحادية أم لاء مع توضيح السبب. 


چم ۳ ۱ جم 
(أ) د(س) ۳ س ١+‏ (با د (س) = ہے 9 د(س) دس" ١+‏ 


لله د (س) -۲س۲-س -۳ (ه) د(س) = س؛ + اس۲ ١+‏ 


الوحدة الأولى 


/ اطراد الدوال ١‏ 


لأا 
Monotonicity of Functions‏ ۱ 


© فکر و ناقش سم 


4 اطراد الدوال. 
يوضح الشكل البياني المقابل درحات تكرام جارماس 
5 5 نو ا (6209610 )في رسم منحنی دالة 
الحرارة المسجلة بمدينة القاهرة فى احد 
الأيام > لاحظ التغير فی درجات الحرارة 
بس لسن ثم حدد من الرسم: 
0 فترات تناقص درجات الحرارة. 
( فترات تزايد درجات الحرارة 
9 فترات شات درحات الحرارة. 
تساعدنا صفات منحنیات الدوال فی معرفة سلوك الدالة د وتحدید فترات تزاید أو 


الزمن 


المصطلحات الأساسية ۰ 


Monotony اطراد.‎ 4 

تناقص أو ثبوت د(س) كلما زادت س وهو مايعرف باطراد الدالة. 4 دالة تزايدية. Increasing Function‏ 
4 دالة تناقصية. 

0 تعلم ۱ ل 

Constant Function  .ةتباث دالة‎ 4 


تزايد الداله : 

يقال للدالة د أنها تزايدية فى الفترة ]أ ب[ 

اذا کان لکل س »من 5 ]ااه | حيث: س, >> س, 
فان: د(س,) > د(س) 


تناقص الداله : 

يقال للدالة د آنها تناقصية فى الفترة اج» 5[ 

إذا كان لكل س, »س, 3] ج. [٤‏ حيث: س, > س, 
فان: د(س) < د(س) 


الأدوات المستخدمة [ 8 


4 آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية للحاسوب 


ثبوت الدالة : 

يقال للدالة د آنها ثابتة فى الفترة ]ل » م1 

إذا كان لكل س,» س, 3] ل» م[ حيث: س, > س, 
فان: د(س) - د(س) 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الاکتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الوحدق الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


فق دار 
© ابحث اطراد الدالة الممثلة فى الشكل البيانى المقابل. 
©> الحل 

> الدالة تناقصية فى الفترة ]-٭ء ۰[ 

> الدالة تزايدية فى الفترة ]۰ ۲[ 

> الدالة ثابتة فى الفترة ]۰۰0۲ [ 


ق حاول أن تحل 
2 فى الشکل المقابل: 
ابحث اطراد الدالة الممثلة فى الشکل البیانی المقابل. 


ف مثر 


© يوضح كل شكل من الأشكال البيانية التالية منحنی الدالة د: س >> صہ , حيث ص = د(س) استنتج من 


5 
00۵ 80 


© الحل 
( أ ) مجال د - ع -] - ٠»‏ [» مدى د = ] -عه ٠»‏ [ الدالة تزايدية فى ]-ع 5[ 
(ب) مجال د =] -۰۶ ؟] لا] ۲ [ھ] - .0 [ 
الدالة تزايدية فى ]-٭ء ۲[ تزايدية أيضًا فى ] ؟ © [ء مدى الدالة = ع 
اج مجال د-] -۱۰۶[لا] ۵۲ [ء مدى د=] - © 4[ 
الدالة ثابتة فى ] -0 + »[١‏ وتناقصية فى ] 90۰۲ [ 


۳ - ۱ 


اطراد الدوال 
ق حاول أن تحل 
0 في كل من الأشكال التالية استنتج مجال ومدی الدالة ثم ابحث اطرادها: 
18 0 0 


تنکسناقد أى من الأشكال السابقة يمثل دالة إحادية ؟ فسر إجابتك 


استخدام البرامج الرسومية فى دراسة خواص الدوال 
تتعدد البرامج الرسومية کل الدوال بیان » ومن آشهرها برنامج 66066570 المجانی للتابلت أو الحاسوب. 
7 نشاط 9 50090 59 
۶ استخدم برنامج جیوجبرا في عمل التحویلات الهندسية للدوال 
باستخدام برنامج 0۵ مثل بیان الدالة د حیث: د(س) = س" - ۳س +۰۲ ومن الرسم: 
ھا آوجد محال ومدى الدالة. 
7 ابحث اطراد الدالة ونوسها من عبت عون 02ہ 0ص 


> Algebra | + Graphics 
٭ حا‎ c- 


زوجية أو فردية أو غير ذلك. ۰ 


لتمئیل الدالة بیان اتبع الخطوات التالية: : 


-١‏ افتح نافدة الجبر والرسم البیانی من برنامج رنه سوب النافذة 
(GeoGebra)‏ الجبرية 


ثم اضغط م60 * واختر لتصل إلى ۱ 


النافذة المبينة فى شکل (۱). ۰ 


[*[-سل 3 اکا (ئ ۱2 9ط ھا تا 


٢‏ فی النافذة الجبرية اكتب قاعدة الدالة تح > مره 


د(س) = س" = ٣س‏ + ۲ بمربع الادخال (input)‏ 
علی النحو التالی: 
کا ® ® ® e‏ 3ا کا و <- بدا 
ثم اضغط له فیظهر فى النافذة البيانية منحنی الدالف 
وفى النافذة الجبرية قاعدة الدالة كما فى شكل (۲) 


شكل (۲) 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


الوحدق الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


© 


22 
معدم 
2 


۹ لتحديد نقط على منحنى الدالة اختر‎ ٣ 


من شريط الأدوات ثم نقطة جديدة من القائمة 
المنسدلة» حرك المؤشر حتى تصل إلى موضع النقطة 
المراد تحديدها على المنحنى واضغط إدخال لتظهر 
النقطة على المنحنى فى النافذة الرسومية كما يظهر 
آسدالی النقطة فی النافذة الجبرية كما فى ٦‏ 
شکل (۳). ۱ 
من الشکل البیانی للدالة نجد: 
(1) مجال د -] - 0,0 [ مدی د-] - , ©[ 
ا الدالة تزايدية فى ]- ۱-۰00[ تناقصية فى ]-۰۱ ۱[ تزايدية فى ]10۰۱ 
كما أن الدالة ليست زوجية ولیست فردیة. 
5 
النقطة (0. ؟) هى نقطة تماثل لمنحنى الدالة كما أن الدالة د ليست دالة أحادية. 
۱ 19 
باستخدام برنامج 0 ارسم منحنی الدالة د: د(س) = ٣س‏ - س" 
ومن الرسم ابحث اطراد الدالة ونوعها من حيث کونها زوجية أو فردية أو 
غيرذلك. 


¥$  م-انيرامت‎ 8# 


22 ۳۱ زک زه اكد 5۲ ۳۶ 
2۶ 


=] Function ۳. 5 


اس 
اج 


گا 


- Graphic: 


9 8)1,0( 


شکل (۳) 


خا 
فترة تزايد سے فترة تنائص و فترة تزايد ا 
۲ | 


0 الأشكال الآتية تمثل الشکل البیانی لبعض الدوال استنتج من الرسم المدی وابحث الاطراد: 


۳ - ۱ 


اطراد الدوال 


© حدد مجال کل من الدوال الممثلة بالأشكال الاتية ثم اكتب مدی الدالة وابحث اطرادها. 
رل 9 


سس 


س 


2 


9 اذا كانت د:[۰۲  ]‏ م 


٤۔س‏ عندما ۲< سا 
د(س) - 


س عندما ١2س ٢2‏ 
() ارسم الشکل البياني للدالة د » واستنتج من الرسم مدى الدالة وابحث اطرادها. 


5 هل د دالة احادیة84 فسر اجابتك. 


© تفکی ر يداعي 
إذا كانت الدالة د فى تزايد مستمر أو تناقص مستمر على مجالها هل تكون د دالة أحادية؟ فسر إجابتك. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدة الأولى 


۱ - ج 


| سوف تتعلم 


2 دوال كثيرة الحدود ( الدالة 


الخطية - الدالة التربيعية - 
الدالة التكعيبية ) 

دالة المقياس (القيمة المطلقة ) 
الدالة الكسرية 

استخدام التحويلات الهندسية 
للدالة د فى رسم المنحنيات 
ص - د(س) + | 


ص = داس + أ) 


ص د(س + دن 


ص - - د(س) 
فن لہ 


سک دس خی د 


8 التحویلات الهندسية لبعض 


الدوال المثلثية. 


لل المصطلحات الأساسية 


تحو يل. Transformation‏ 
انتقال. Translation‏ 
انعكاس : Reflection‏ 
ر اُسی Vertical‏ 
أفقى Horizontal‏ 
خط تقارب Asymptutes‏ 


| الأدوات المستخدمة 


8 آلة حاسبة علمية. 


برامج رسومية للحاسوب. 


التمثیل البیانی للدوال والتحویلات الهندسية 


Graphical Representation of functions, Geometriaal 
Transformations 


الدالة كثيرة الحدود Polynomial Functions‏ 
سبق أن درست الدالة كثيرة الحدود التى قاعدتها على الصورة: 


د(س) عا + ارس + لن ارس" +........ + آي س 


٣‏ ۹ یگ 3 ع نه 5 ظ 

وعلمت أن المجال والمجال المقابل هو مجموعة الاعداد الحقيقية ع (أو مجموعة 

جزئية منها) وتسمی هذه الدوال بدوال كثيرة الحدود من الدرجة ن» ودرجة کثيرة 

الحدود هی آعلی قوة یخذها المتغیر المستقل س. 

لاحظ: 

١ا‏ كان د(س) 1 ء|, ٭٠‏ فان د تسمی كثيرة الحدود الثابتة. 

۲ دوال کثيرة الحدود من الدرجة الال تسمی دوالا خطیة » ومن الدرجة الثانية 
یی هه وة مس ار ای دو کی 

۳- عند جمع أو طرح دوال قوی مختلفة وثوابت ء نحصل على دالة كثيرة الحدود. 

5 - آصفار الدالة كثيرة الحدود هی الاحدائیات السينية لنقط تقاطع منحنیها مع 
محور السينات. 

©- تتساوی دالتا كثيرتا الحدود دہ ر إذا كان لهما الدرحة نفسها وكانت معاملات 
قوى س المتناظرة فيهما متساوية. 


فق مار 
© إذا کان دء ر كثيرثا حدود حبث د(س) -(س +ه) 
ر(س) = وس"+ ۳۰ س + ج ٤٤ء‏ وكان د(س) = ر(س) أوجد قیمتی |. ج. 
© الحل. 
د(س) = (أس +0)" -1"س”+ ١٠س‏ +۲۵ 
' د(س) = ر(س) .. معاملات قوى س المتناظرة متساوية 
بمقارنة معامل س :۳۰-۱۰ 
بمقارنة الحد المطلق: ج - ء - ۲۰ 


۳- | 


۲۹ - ج‎ e 


8 حاول أن تحل 
02 إذا كان د(س) = (1+ ؟ ب) س" - ج س +4 ۰ ر(س) -لاس”+ هس + (1- ب) 


آوجد قیم ‏ ب » ج التى تجعل د(س) = ر(س) 


Graphs of Functions رسم منحنیات الدوال‎ 


أو ۷ دوال كثيرة الحدود Polynomial Functions‏ 
0 تعلم 
فيما يلي التمثيل البياني لبعض دوال كثيرات الحدود: 
)١‏ د(س) = س 
الدالة د تربط العدد بنفسه. ويمثلها خط مستقیم يمر بالنقطة (۰۰ ٠)ء‏ 
ومیله = ۱ 


(تحقق من: مدی دہ ع ء د فردية ء د تزايدية فى ع ) 


٢‏ د(س) = س" 
الدالة د تربط العدد بمربعه» ویمثلها منحنی مفتوح لأعلى ومتمائل 
حول محور الصادات » ونقطة رأس المنحنی هى (۰ ۰) 
(تحقق من: مدی د = ع » د زوجية ‏ د تناقصية فى ]-6 , [١‏ » 
تزايدية فى ]۰۰۰ [) 


۳ د(س) = س" 


الدالة د تربط العدد بمکعبه ويمثلها منحنى نقطة تماثله هی (۰۰ ۰) 
(تحقق من: مدى دہ ع ء د فردية » د تزايدية فى م ) 


دی دار 
62 ارسم الشکل البیانی للدالة د حیث: 


۲ >> عندما س‎ 3 ۱ e 
الحل‎ @ 
عندما س < ۰۲ د(س) = س"‎ 6 
[۲ نرسم د(س) = س" لكل س]-٭ ء‎ 


مع وضع دائرة مفرغة عند النقطة (۰۲ )٤‏ كما فى شكل (۱) 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


۲) عندماس > ۲؛ د(س) -ع لد 

ترسم الدالة الثابتة د(س) => لكل س ]9۰۲ [ 

على نفس الشکل البیانی كما فى شکل (۲) ۱ 

لاحظ أن مجال الدالة د = ع -(۲) ومدی دء [ء ©[ ۱ 

5 
38 حاول أن تحل سا -۷ ۳ 
© ارسم الشکل البياني للدالة د حیث: شکل (۲) 
س۲ عندما سے٠‏ 
دس[ ۱ ثم استنتج مدى الدالة وابحث اطرادها. 


ئ تعلم دالة المقياس (دالة القيمة المطلقة): The Absolute Value Function‏ 


أبسط صو رة لدالة المقياس هی د(س) = اس |.س 3 ع 
وتعرف كما یلی: 
س عندما س > ٠‏ 
د(س) - ۱ 


عندما س < ۰ 


لاحظ أن: || || =۴ |۰| =“ 6-550 ۲۲ دم 
أى أن: |س|>۰» |-س |-اس|. ٣‏ س" = |س| 
الدالة د يمثلها شعاعان يبدأن من النقطة (۰۰۰) ميل آحدهما = ١ء‏ ومیل الآخر = -۱ 
(تحقق من: مدی د = [۰ ۰[ » د زوجية » د تناقصية فى ]-٭ [٠٠‏ وتزايدية فى ]0,۰ [) 


س0ر .. 
2 تعلم ا الدالة الكسرية Rational Function‏ 


أبسط صورة للدالة الكسرية هى: 

د(س) = »س 3 ع -() 

الدالة د تربط العدد بمعكوسه الضربى » ويمثلها منحنى نقطة تماثله 
(۰۰۰) ويتكون من جزآین أحدهما يقع فى الربع الأول والآخر 
يقع فى الربع الثالث وكل جزء يقترب من المحورين ولايقطعهما 

( س = ٠ء‏ ص = ۰ خطا تقارب للمنحنى) 

علق من: مدی د - ع - [0)» د فردية » د تناقصية فی ات( 


وتناقصية أيضًا فى ]۰۰.۰ [) 

8 حاول أن تحل کک 

© ايسم الشكل الیانی للدالة د حيث د(س) - | اا sS‏ 
رو 


ومن الرسم حدد مدى الدالة وابحث اطرادها. 


البیانی للدوال والتحویلات ۳ ۱ ۷ 4 


التحويلات الهندسية لمنحنیات الدوال Transformations of Graphs‏ 
أولا: الازاحة الرأسية لمنحنى الدالة Vertical Translation‏ 


1۳ 3 ٦ 5 ۳ Ay 
File Edit View Options Tools Window Help ای 8 عمل تعاونى‎ 
سی‎ 


رجات [سل له [ن[ت > 0ص لہ 
اعمل 6 زميل | av‏ سے ے 2 ید 


© f(x) = x +1 


)١‏ ارسم منحنى الدالة د: د(س) = س" 
پاستخدام بر نامج Geogebra‏ 

۲) ضع المؤشر على رأس منحنی الدالة واسحبه رأسيًا لأعلى 
وحدة واحدة ولاحظ تغير قاعدة الدالة لتعبر عن دالة 
جديدة قاعدتها د(س) = س" +۱ كما فى شكل (۱). 


شکل (۱) 


File Edit View Options Tools Window Help 


۳ اسحب رأس منحنى الدالة إلى النقط (۰ ۰۲ (۰ ۲) [ه [- سنك هه ]1< ناسا". 
Algebra a O | ¥ Graphics ۰ ۹۹‏ $ 
وسحل ملاحظاتك فی کل مرة. »© 8 11 فا 


6 اسحب منحنی د(س) = س" وحدتين رأسيًا إلى آسفل 
ولاحظ تغير قاعدة الدالة لتعبر عن دالة جديدة قاعدتها 
د(س) = س' - ۲ کما فی شکل (۲) 

نک بين كيف یمکن رسم د(س) = س" - 9 باستخدام منحنی 


د(س) = س"؟ 
مما سبق كلاسظ آن: إڈا کان: 


شکل (۲) 


رج 


A 
۰ 


2 
7 


2 “٤2 


د(س) = س ء ر(س) ‏ س" +۰۱ ق (س) = س" - ؟ فإن: ا 
2+1 کت 
(x) = x» - 2‏ © 


)١‏ منحنی ر(س) هو نفس منحنى د(س) بإزاحة قدرها 
وحدة واحدة قی الاتجاه الموجب لمحور الصادات. 


۳) منحنى ق(س) هو نفس منحنى د(س) بإزاحة قدرها ١‏ | 
؟ وحدة فى الاتجاه السالب لمحور الصادات. 


تفکیرناتد: باستخدام منحنى د(س) = س" بين كيف يمكن 


شکل (۳) 


(1) ر(س) -س۳+ ؛ (ب) ق(س) = س۲- ۵ 


ی تعلم رسم النحنی ص = د(س) + | 


لی دالة د ؛ یکون المنحنی ص = د(س) + | هو نفس منحنی ص = د(س) بازاحة قدرها | من الوحدات فى اتجاه 
وص ء عندما| ٠>‏ ء وفى اتجاه وص عندما| < . 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدق الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


سک مثال ق(س) = 05م اصن 


(۴) يبين الشکل المقابل منحنیات الدوال دہ ر » ق حيث کل من رء ق ۱ 
صورة للدالة د بازاحة رأسية ۳/20 
اکتب قاعدة کل من ر » ق حیث د(س) = اس | 7 س> 
@ الحل 2 -۲ ۱ 1 
٠.‏ منحنى الدالة ر هو نفس منحنى الدالة د بإزاحة قدرها ۴ العلل 
وحدات فی اتجاه وص 7 
"ر(س) = د(س)-؟ 


"۰ د(س) = اس | ` ر(س) = |اس|-۲ 
+“ متحت الذالة ل هو کین ی الما هزاب فا رها فان ايفان و 
` ق(س) = د(س) +۲ 
د(س) = |س| "ق (س) = اس | +۲ 
3 حاول أن تحل 
©) تبين الأشكال التالية منحنيات الدوال د » ر »ق حيث كل من رہ ق صورة للدالة د بإزاحة رأسيةء 
اكتب قاعدة كل من رء ق فى كل شكل . 
6 6 
2 


ثانيًا: الازاحة الأفقية لمنحنى الدالة Horizontal Translation‏ 


اه اسل لمات (ن< لین 


)١‏ ارسم منحنى الدالة د: د(س) = اس| مستخدمًا ےھ 
برنامج 0 بكتابة قاعدة الدالة فى مربع 
الإدخال على النحو التالى: (ج)فناەٹم اضغط إدخال 
فيظهر منحنى الدالة فى النافذة البيانية وقاعدتها 

|:|( فى النافذة الجبرية كما فى شكل (۱) 


١ اەول۸‎ 


A 
٠ 
ل‎ 
ra 


Function 
© ۲ = ۱ 


شکل (۱) 


البيانى للدوال والتحويلات 5 ۱ 3 4 


5 


اج 


^ 
ا 

۲ Algebra 

Function 

© f(x) = |x| 

© :0( = ۳۲-3 


| 2ھ 
3 


مهم N‏ رکه ۵ الع < عام 
Graphics‏ > | 60 


ہك | ۰ سس +718 


؟) اسحب منحنى الدالة أفقيًا فی الاتجاه الموجب 
لمحور السينات بعدد من الوحدات ولاحظ 
تغير قاعدة الدالة فى النافذة الجبرية 
كمافى شكل (۲) 

شكل (۲) 


A 
۰ 
0 


۳ اسحب منحنى الدالة أيضًا فی الاتجاہ السالب 67 جه اجر انس 27 67 291 
Algebra © | ۳ Graphics‏ ۶ 


لمحور السینات بعدد من الوحدات كما فى ۱ أ با اھ 
1 ۲+2 = )2 © 


باستخدام منحنى الدالة د حيث: د(س) = |س|ء 


شكل (۳) 


ر(س) = |س - و[ » ق(س) = اس + |. 


.. FY 

52 تعلم 

رسم المنحنى ص = د (س + 1) 

لی دالة د ؛ يكون المنحنى» ص = د(س + أ) هو نفس منحنى ص = د(س) بإزاحة قدرها | من الوحدات فی اتجاه 

وس عندما یکون | < + وفی اتجاه وس عندما يكون | > . 

لاحظئ فى الشکل المقابل: د(س) -|س |: 

۱ منحنی الدالة ر هو نفس منحنی الدالة د بازاحة 
قدرها ۳ وحدات فى اتجاه وس 
۳ ر(س) ۳ اس - |٣‏ ونقطة بدء الشعاعين ٣(‏ 
٠‏ 

؟) منحنی الدالة ق هو نفس منحنى 
الدالة د بإزاحة قدرها ۲ وحدة فى اتجاه و س 


5 ق(س) = اس + ۲ نقطة بدء الشعاعين (-۰۰۲) 


فق مثل 
(4) استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) = س" لتمثیل كل من الدالتين رء ع حيث: 


® ر(س)-(س "٢٢‏ () ع (س) = (س +۲6۲ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدق الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


۳ 


> منحنی ر (س) = (س - ۲)" هو منحنی 
د(س) = س" بإزاحة وحدتین فی الاتجاه 
الموجب لمحور السینات وتکون نقطة 
راس المنحنی هی (۰»۲). 


61 حاول أن تحل 

(0) استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = س" لتمثیل کل من الدالتين رء ع حيث: 
(1) ر(س) = (س +ع)" (۳ ع (س) = (س - ۲۳ 

2) اكتب قاعدة الدالة د الممثلة بيانيًا بالأشكال التالية: 


الم لمنحنے می اس را 


û) 


٤ 


٥ 


تفه ناقدز إذا کان د(س) = س'ء بين كيف يمكن رسم منحنی الدالة ر حیث ر(س) = (س -۳)' ٣٢‏ 


رسم المنحنی ص - د(س +1) + ب 


مما سبق نستنتج آن: المنحنی ص = د(س +) + ب هو نفس منحنی ص = د(س) بإزاحة آفقية قدرها من الوحدات 


(فی اتجاه وس عندما | << ۰.وفی اتجاه وس عندما اک ٠)ء‏ ثم إزاحة رأسية قدرها ب من الوحدات 


(فی اتجاه وص عندماب > ٠ء‏ وفی اتجاه وص عندماب < ۰) 


51 


> منحنى ع (س) = (س ۰ ۳)" هو منحنى 
د(س) = س" بازاحة ۳ وحدات فى الاتجاه 


ق حاول أن تحل 
(۷) استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) = س" لتمثيل كل من الدالتين رء ع حيث: 
1 ر(س) = (س + ۶-۲۲ (۳) ع (س) -(۳-س)۱-۳ 


فی متر 


(۵) ارسم منحنی الدالة ر حیث ر(س) = 
@ الحل 


١ 
۱ س‎ 


+ ومن الرسم حدد مدى الدالة وابحث اطرادها: 


بازاحة قدرها وحدة واحدة فى اتجاه وس (۱--۰<۱) .ثم 
إزاحة قدرها ۳ وحدات فى اتجاه وص وتکون نقطة تماثل 
منحنی الدالة ر هی النقطة (۰۱ ۰0۳ مدی ر = م -(۳] 

اطراد الدالة ر: 

ر تناقصية فى ] - ۰۰0 ۱[ وتناقصیه أيضًا فی ] ۰۰۰۱ [ 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
+ 
1 
1 
4 
1 
1 
¥ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


۱ 


نفک ناق هل یمکن الال ب ند( سات ۹ + ۳ تناقصية على مجالهاا فسر اجابتك. 


63 حاول أن تحل 
(۸) استخدم منحنی الدالة د حبث د(س) = ۳ لتيل کلف 
00 ر(س)- ١+‏ (©) ق (س) - 
س + ۲ سر 


: کتب قاعدة الدالة الممثلة بیان بالأشكال التالية‎ ۱ )٩( 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


فالفا: اتعکانسی متحت الد آل فی محور السينات 


تبين الأشكال التالية إنعكاس منحنيات بعض الدوال الأساسية فى محور السينات. 


ماذا تلاحظ ؟ وماذا تستنتج؟ 


9ج تعلم ۱ 


رسم المنحنی ص = - د(س) 
لأى دالة دء یکون المنحنی ص = - د(س) هو نفس منحنی ص = د(س) بانعکاس فى محور السینات 


ډو من 


بال استخدام التحویلات الهندسية فى رسم منحنیات الدوال 


0 باستخدام منحنيات الدوال الاساسية ارسم منحنيات الدوال ر » ق» ع حيث: 
8 ر(س)--(س-۳ ۰ ©© ق (س) -۶- |س+۱۳ 
چم ۱ 
لقاع (س)-۲- ہے 

©> الحل 


8 منحنى ر(س) هو إنعكاس لمنحنى د(س) دس" فى محور السينات » 
ثم إزاحة أفقية قدرها ؟ وحدات فى اتجاه و س » وتكون نقطة رأس 
المنحنى هی (۰۳ )٠‏ والمنحنى مفتوح إلى أسفل. 

() منحنى ق(س) هو إنعكاس لمنحنى د(س) = اس | فى محور السينات» 
ثم إزاحة أفقية قدرها ؟ وحدات فى اتجاه وس » وإزاحة رأسية 
قدرها ؛ وحدات فى اتجاه وص » وتكون نقطة بدء الشعاعين 
هی النقطة (-": ۶) والمنحنى مفتوح لأسفل. 

١ ۱ ® 

9 منحنى ع(س) هو إنعكاس لمنحنى د(س) = 
فى محور السينات» ثم إزاحة أفقية قدرها ۲ وحدات 


فى اتجاه وس > و ازاحة رأسية قدرها ۲ وحدة 
فی اتجاه و ص . وتكون نقطة تماثل المنحنى هی (۳ ۲) 


1د د شط سد لے سس لہ سے سے پا سے سے بلس س لہ ہے ۔-۔۔۔ 


ق حاول أن تحل 
17 ر(س)-۳-(س +" © ر(س)--(س ۲ 
(ج+) ر(س) -۳- اس - | 
ثم تحقق من صحة الرسم باستخدام أحدالبرامج الرسومية أو الحاسبة البيانية. 


فق رٹ ری الت يلت رد یه 
نت استخدام التحویلات الهندسية فى رسم منحنیات الدوال 
(۷) مستخدما التحویل المناسب » ارسم منحنیی الدالتین ر » ق حيث ر(س) - ۶ - س" » ق(س) = ٤|‏ - س"| 


© الحل سا1 
ہی 2 ر(س) 2 ؟ -س" | 
أولا: رسم منحنى الدالة ر : 
سس الا رھ هی مس الدالة 15 درس ) دس" باتمكاس 1 
في محور السینات» ثم إزاحة رأسية مقدارها ٤‏ وحدات في ۳ ۱ 7 
اتجاه وص ويوضحه شكل ٣۴ ١ (١‏ 4 


ثانیا: رسم منحنى الدالة ق 

٠.‏ ق (س) = ٤|‏ -س"| ”ق (س) = |ر(س)| 

فیکون الإحداثى الصادى لجميع نقط منحنى الدالة ق موجبًا حيث: 
ص = |ر(س)| 

۱ ر(س) عندما ر(س) > ٠‏ 


-ر(س) عندما ر (س)< ۰ 


أى أن منحنی الدالة ق بقع فی الربعین الأول والثانی فقط وهذا یعنی 
کما فی شکل (۲). 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدق الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


اتا حاول أن تحل 
0 تبين الأشكال التالية منحنيات الدوال دہ قء ر اكتب قاعدة الدالة في كل شكل: 
û)‏ (ب) 


م 
رابعا: تمدد منحنی الدالة: 
لیا عمل تعاونى  (١‏ 
رسم منحنى ر(س) = اد (س) 
اعمل مع زميل. 
۱( ارسم منحنی الدالة د: د(س) = س" باستخدام برنامج 6609600 
وفی مربع الادخال | کتب قاعدة الدالة ر على النحو التالي: 
له وی ح إبدأ 
لنظهر لك نافذة جديدة (شكل )١‏ 
إختر منها 


Expanding of graphs 


Create sliders 


۲( استخدم مؤشر قيم ۾ لاختيار قیم أخرى لها حيث ١<ه‏ 
ولاحظ حركة منحنی الدالة ر باللسبة لمنحنی الدالة د 
لكل س د ع کما فی شکل (۲) وعندما ۱ > 2 
كما في شکل (۳) ماذا تلاحظ ؟ وماذا تستنتج؟ 


۵ تعلم ۱ 

رسم المنحنی ص = أ د (س) 

لى دالة د ؛ يكون المنحنى ص = | د(س) هو تمدد رأسى 
لمنحنى ص = د(س) إذا كان |> ۰۱ 

وإنكماش رأسي لمنحنى ص - د (س) إذا كان . < ١|‏ 


لخات‌اسله 


322 Create slider(s) for: a 


سس 


2802 


موقع الدكتور محعد رزق مهلم الكتفياء انف 


E EE 


( Graphics 


لغلة سل لفات ره EE‏ لعا 


شکل (۱) 


شکل (۲) 


1 


تل البيانى للدوال والتحویلات سے 88 ۷ 4 


رسم منحنى الدالة ر: ر(س) - اد (س + ب) + ج 


2 منال استخدام التحويلات الهندسية فى رسم منحنيات الدوال 
(۸) استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = اس| لتمثيل كل من الدالتین ر » ع: 
(1) ر(س) ١‏ س| (ب) ع(س) -۲|س - ۲+۱۷ 
© الحل 
رل 
منحنی ر(س) هو تمدد راسی لمنحنی الدالة د 
معاملةا ؟ > ٠‏ وعلی ذلك فان: 
لكل (س » ص) 3 بیان د 
یکون (س. ۲ ص) 3 بیان ر 


© 


منحنى ع(س) هو نفس منحنى ر(س) بإزاحة 
أفقية قدرها ۷ وحدات فى اتجاه وس ء وإزاحة رأسية قدرها ۲ وحدة فى اتجاه وص 
8 حاول أن تحل 
59 استخدم منحنى الدالة د حيث د(س) = س" لتمثيل الدالتين ر » ع : 
(1) ر(س) --جس' اب ع(س) -؟- ۾ (س -0)' 
تحقق من صحة الرسم باستخدام أحد البرامج الرسومية أو الحاسبة البيانية ثم حدد مدى الدالة ع وابحث اطرادها. 
ہیں 
۵ رد 
8 شاط 
تطبیق التحویلات الهندسية التى درستها فى الدوال الجبرية السابقة على دوال الجیب وجيب 
التمام؟ 


الدوال المثلثية (منحنی دالة الجيب) Trigonometric functions‏ 


أولا: الإزاحة في اتجاه محور السينات Firsts Translation on X = axis‏ 


)١‏ استخدم برنامج جیوجبرا (620620/0) وأعد البرنامج بحيث يكون التدریج على محور السينات بالراديان» 
وذلك بأن تضغط بالفارة (كليك یمین)ء وتختار منها فی آخر سطر محور الفاصلات (السينات) × ثم تختار 


۲( فى أسفل البرنامج (كتابة الأوامر) اكتب الأمر: (٭) 510 ثم اضغط (167) فتعطى لك شكل المنحنی الإأحمرء 
تستطيع التحكم فى اللون وسمك المنحنی» وذلك بالضغط على المنحنی بالفأرة (كليك شمال)» فيظهر فى أعلى 
النافذة اللون وسمك الخط وشكل الخط ۰ منقط. شرطیء متصل ....). 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


۳ بنفس الطريقة السابقة اكتب الأمر: ((7/3) + ×) 5111 أى: ص = جا (س + 0 ثم اضغط (1161©) ولون 
هذا المنحنی بلون آخر. ۱ ۱ ۱ 

)٤‏ قارن بین المنحنيين. ماذا تلاحظ؟ غات سح تخاب رما< تسا 
من الرسم نستنتج آن: 
تم ٍزاحة منحنی دالة الجیب آفقیا جهة الیسار على محور 
السينات بمقدار يساوى 2 (كما في الدوال الحقيقية)» 
ونلاحظ أن مدى الدالة الثانية هو [ - ]١ » ١‏ وهو نفس 
مدى الدالة جا س ء كما نلاحظ أن الدالة جا (س + 2) ليست زوجية وليست فردية؛ لأنه لايوجد تماثل 
لمنحناها حول محور الصادات أو نقطة الأصل. 

فکر: 

> ماذا تتوقم أن یکون اتجاه الازاحة السينية إذا كانت قاعدة الدالة هی: جا (س - 2 ). 
۳ 


ثانيا: الإزاحة في اتجاه محور الصادات 2-5 ۷ Second: Translation on‏ 
(١‏ ارسم منحنى الدالة د حيث د(س) - جا س كما سبق. 
۲) ارسم منحنى الدالة ر حیث ر(س) = جا س +۲ 7ا ا ۴۹۲۰۷ رةه 29۱2ا گا کا 


* کے ۰٦‏ ۰ 5 ا Function ۳۳۱۹۰ ۰ E‏ 
بلون اخر وقارن بين شکل المتحتیین. ماذا تلاحظ ؟ 5 ۰ سے ا ۰ 


من الرسم نستنتج أن ہچ بر كم 
: 4 1 
منحنی الدالة الثانية هو نفسه منحنی الدالة جا س › ۲ س 


بعد إزاحته بمقدار وحدتین لأعلى. 
ونلاحظ أن مدى الدالة الثانية هو [۰۱ ٣]؛‏ لأنه تم 
إزاحته بمقدار وحدتين في الاتجاه الموجب لمحور 
الصادات عن الدالة الاولی» وأن الدالة جا س + ۲ 
ليست زوجية ولیست فردية. 
فى كل من الأشكال الآتية: 
وت التحو رات الهندسية لمنحنی الدالة د والتی ترسم منحنى الدالة ره ثم اكتب قاعدة الدالة ر بدلالة د وحدد 
مداها وابحث اطرادها. 


ہے 
00 


5 س سي فين تسا‎ e 


تچ _تمارينا-ع $¥ 
() حدد قيم اء ب» ج التى تجعل د(س) = ر(س) حيث 
درس)-(]|+ب)س"+ 9س -؟ ۰ ر(س) = هس" + (1+ ج) س +ب 


© ارسم منحنى الدالة دء ومن الرسم حدد مداها وابحث اطرادها 


E‏ عندما 2 ہے 3 عندما <-؟ 
(1) د(س) = ۱ او 2 رپا د(س)۔ ۱ ۲ 1 

س" عندما س < ۰ س عندما > -۲ 
5 5 ا س کت ا سک 
+ د(س) = ۱ 9 7 (ھ) د(س) = ۱ س 0 


اختر الاجاية الصحيحة من بين الاجابات المعطاة: 
۵ منحنی ر(س) = س" +ع هو نفس منحنى د(س) = س" بازاحة مقدارها ٤‏ وحدات فى اتجاه: 


Û)‏ وس 5 وس رج وص (د) وص 


(ك) منحنى ر(س) = اس + ۳| هو نفس منحنى د(س) - |س| بإزاحة مقدارها ۲ وحدات في اتجاه: 


© وس © وس @ وص ۵ دص 
(۵) نقطة رأس منحنى الدالة د(س) = (؟ - س)" + ۲ هي: 

٥ ۰ ©‏ ® )+^( وج 
2 نقطة تماثل منحنى الدالة د حيث د(س) ب اسم +2 هی: 

0 ۱ ے) ® (۳ -ع) ۹ )٤٤٤(‏ (۵) () 


(۷) رسم منحنى الدالة د حيث د(س) = س" ثم أزيح فى 
اتجاه محورى الإحداثيات 


كما فى الشكل المقابل. 
اكتب قاعدة كل من الدوال الآتية: 
کر فا ع 


الوحدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


> (۸) فى الشكل المقابل: رسم منحنى الدالة ده حيث 


د(س) = س" ثم آزیح فى اتجاه محوری الاحدائیات 
اکتب قاعدة کل من الدوال الاتية: 
< ر“ ق 4 6 


0 رسم منحنى الدالة د حيث د(س) = اس | 
ثم آزیح فى اتجاه محوری الإحداثيات 
كما فى الشکل المقابل. 
اکتب قاعدة کل من الدوال الاتية: 
< ر“ ق 4 98 


2© رُسم منحنى الدالة د حيث د(س) = لء ثم أزيح فى اتجاه محورى الإحداثیات . اكتب قاعدة كل دالة التي 
تمثلها الم لمنحنيات الآنية: 


2 7 » 


30 استخدم منحنی الدالة د حيث د(س) = س اش ما يأتي بیان 
(ج د (س) <س۱+۲ © دہ (س) = (س +۲)۱ 


ص | 
1 

- 
بجر 

بح | - 


رآ د (س) = س٤‏ 


زد) د (س) = (س - ۲)۲ 


چھ ہے 
.ف دم(س) = (س ۲-۲6۱ ( در(س) -(س + 


(1) د, (س)- اس| ١+‏ () د ,(س) - اس|-۲ بد سے 
@ دی(س) - [ه -س| اهاد, (س)- اس +۱۰۱۲ .91 دی(س) اس -۳|- 
جب مت یہ ہت 

۰ ك منحنی الدالة د حيث د(س) كس ". لتمثیل ما يأتي بيانيا: 
(ب) 


(1) د,(س) = د(س) -۲ ©) د (س) = د(س) +۱ 


(ه) د (س) = دس + ۲) 


> وت ۶۹م 
8 ]ذا كانت الدالة د حیث د(س) = فارسم الشكل البيانى للدالة ق م التماثل لمنحنی الدالة: 
گا ق(س) = د(س) +۲ 


@ د,(س) -د (س - ۲) 


© 5 
ره دم(س) = د(س -۲)-۱ (و) د,(س) = د(س +۳) +۲ 


© (س) - د(س -۳) 


(1) ق(س) = د(س +۱) 
© ق(س) -د(س) -؛ © ق(س) = د(س +۲) -ه ۳ ق(س) = د(س - ۲) +۲ 
(0) ارسم منحنی الدالة د في كل مما يأتى باستخدام التحویلات المناسبة ثم ابحث اطرادها 
۲ س٢۴‏ 98۳ 5 س۱+۲ عندما -ء۶< س <. 
ہے ۱ مو ۳۶ عندما س < . E‏ ۲ دس"-١‏ عندما سے س ٤2‏ 
۳۳۹ ٢س‏ 
لگا دب(س) = س |س|-۱ ۳[ 

د(س) 
( ارسم منحنی الدالة دء وحدد مداها إذا کان: د(س) = ۷ س'؟ -۸س +17 
0 الربط مع الے 8 صممت بوابة حديدية ارتفاع جانبیها ۳ آمتار وقوسها على 

شكل جزء من منحنى الدالة د: د(س) | ( س -۲)" +۶ كما فى الشكل 
المقابل. أوجد: 
® قيمة! ا أقصى ارتفاع للبوابة 


۰ا عرض البوابة” 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدة الأولى 


۵ / حل معادلات ومتباینات القيمه المطاقه ۱ 


Solving Absolute Value Equations and Inequalities 31 


سوف 9 سود تتطم ٠‏ أولا: حل المعادللات 
حل معادلات القیاس بيانيًا فکر‌ونافش. 
حل معادلات القیاس جبريًا مثل پاتا فى شکل واحد منحنیی الدالتین د» ر حیث د دالة ماس ر دالة خطیة. 
٦‏ حل متباينات المقياس بیان "و" ۱ 
7 حل متباينات المقياس جير سا می 
ج گا دا عدت اقل قاعم السب معا ها قد ال هام الى فرظ افيا فاع 
معادلات ومتباينات المقياس e‏ طع للمنحنیین هل تحقق الازواج المرتبة لها قاعدة 
0 كل من الدالتین ؟ 
ر٠‏ استخدم الحاسبة البيانية في التحقق من صحة إجابتك. 
المصطلحات الأساسية نہ 
99 المصطلحات الأساسية | )١‏ عبر زرل التقاطم (ان وحدت) یک :د( ر )وا 
2:3 جو مع (ِن وج ) يكون: د(س) = ر(س) ء والعكس صحيح لکل 
متباينة. Inequality‏ س تنتمی إلى المجال المشترك للدالتین. 
حل بياني. Graphical Solution‏ ( لأى دالتين د» ر تکون محموعة حل المعادلة د(س) = ر(س) ھی مجموعة 
الإحداثيات السينية لنقط تقاطع منحنيهما كما توضحه الأشكال التالية: 


89 | الأدوات المستخدمة 


“ا آلة حاسبة رسومية 


ورق رسم بياني 


برامج رسومية للحاسوب. 


مجموعة الحل - [اءب1 مجموعة الحل -[6.8*ل[ 


حل المعادلة : | اس - با - ج 
9 مثال 


(0) حل المعادلة: اس -"! - ه پیانیا وجبریا. 


@ الحل 
بوضع د(س) = اس -؟| ء ر(س) -ه 


)١‏ نرسم منحنى الدالة د:د(س) = اس -۳] بإزاحة منحنى 
د(س) = |س | ثلاث وحدات في اتجاه وس 
۲ على نفس الشکل نرسم ر(س)- ه , حيث ر دالة 
ثابتة يمثلها مستقيم يوازى محور السينات ويمر 
بالنقطة (0 0) 
. المنحنيين يتقاطعان فی النقطتين (-۲ ٥)ء‏ (۸» ه) 
مموعاعل a‏ 
الحل الجبرى: 
من تعریف دالة المقیاس: د(س) = ۱ 


س-۳ عندما س >۳ 
-س +۳ عندما س<۳ 


عندما س >۳: س- ۵-۳ أ ى آن: سم 3 [۰۳ ©[ 

عندماس < ۳ : اس +۵2۳ أى آن: س ۲-۰ 3 ]| -۰90 ۲[ 

مجموعة حل المعادلة هی: (- ۰۲ 1۸ وهذا یطابق الحل البياني. 
أل حاول أن تحل 


© حل كلا من المعادلات الآثية بايا وجبريًا 
جو چم کے 
7 إ|س|-٤=.‏ لگا |س | + ٠-١‏ لگا إس-۷|۔ہ 


Properties of the Absolute Value بعض خواص مقياس العدد‎ 


© تعلم 

)١‏ |أب| - |ا|× اب| فمثلا: 
[؟ع»«-؟|د]١١؟|ع5‏ ۰ [۳ اك ك0 

۲ |ا+ب|< ||| + اب| 
ویحدث التساوی فقط إذا كان العددان ۰۱ ب لهما نفس الاشاره فمثلا: 
٤|‏ |= | + |= < |-6-۶|<|-ع|+|-| ٩‏ 


لاحظ: 


0١‏ ذا کان: اس|-ا فان: سا او س-الکل| 3 م+ 

٢‏ ذا کان: | |-اب| فإن:اءب أو |--بكلاءب 3م 

[ © 0 [ إذا كان | س |= س فان س3‎ )٤ |س|"-|س"| -س"‎ ٣۳ 
[ ۰> -] إذا كان |س| - - س فان س3‎ ۵ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


الوحدق الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


حل المعادلة اس + با - جس + و۶ 


فی مار 
(۲) حل المعادلة: | اس - ۳| س +۳ بيانيًا وجبریا. 
©> الحل 

بوضع د(س) = |۲س -۳|ء ر(س) = س +۲ 


الحل البیانی : 


م و کات 2 3 


د: د(س) = |۲س - ۳| = |۲(س - )| 


د(س) ۲ اس - | 
منحنی د هو نفس منحنی ۲|س| بازاحة أفقية 


قدرها ٤‏ وحدة فى اتجاه وس 


ر: ر(س) = س ٣+‏ ويمثلها خط مستقيم ميله ١-‏ ويمر بالنقطة (۳۰۰) 
۳ نقط التقاطع هی (۰۰ ۴)ء :۹) 
۰ مجموعة حل المعادلة هی: [۰۰ 17 


الحل الجبرى: ۷س٣‏ عندها 5 
۲س - ۳| = 
اس ۱۳۰ ار عندما سس 


۰ ۳ 5 ۳ 
عندما س > تكون ٢س‏ - ۲= س ٣+‏ ومنها س 3٦‏ | ۰ ©[ 


مح اہ اہ 


> عندما س ٤<‏ تکون -۲س+۳۲-س+۳ ومنها س- ٠‏ 3 ] -206 7[ 


` مجموعة حل المعادلة هى: [ ٦ ١‏ 
8 حاول أن تحل 
7 خن کلا من المعادلات الا بیان وجبریا. 


8 ۲۱س + -۱-س @ ۲۱س+۵| عس -۶ 


25 
| 27 


س - ۳| = ٣‏ - س 


حل المعادلة: ااس + با - اجس + وا 


فق مر 


(۴) حل المعادلة اس - "1 - |اس + |١‏ بيانيًا. 


_ ٥٤ “لا‎ 


© الحل 
م 
١ 0 500 :‏ 
بوضع د(س) = اس ۲| , ر(س) = |۲ س |١+‏ 7 ۱ 
منحنى د: هو نفس منحنى اس | بإزاحة قدرها ۳ وحدات 1 
في اتجاه وس 
: ۱ 
ر:ر(س) ۲ اس + | د ١‏ 
منحنى ر هو نفس منحنى ۲|س| بإزاحة أفقية قدرها ۽ 0 0 
وحدة في اتجاه وس ٠‏ ويكون نقط تقاطع منحنیا س 1 ١‏ : س 
الدالتین دءر هی: (-2202(207/:5 ) کا تھا 2 ]لک نش نك لك تو 
مجموعة حل المعادلة هی [-4 2 ) 
ق حاول أن تحل 
© حل كلا من المعادلات الآنية ببائيًا. 
() |س +۱۷ - |٢س‏ + ۳۲| © |س-۲|+|س - |١‏ -صفر 


9 مثال 
() أوجد جبریا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية: 


ع6 اس + ۷| = اس - ۵| 9 س + دس +۹ ء ۹- ٢س‏ 


© الحل 
(1) اس +۷|= اس -۵| س + ۷= ۳ (س- ه) WENO‏ 
۰ س +/ا- س - 6 0 ے-٥‏ (غير ممكن). 
أو س + ۷--س ٥+‏ أى اناد اسن حدم إذاکان أء ب 3 ع 
> س ١--‏ أى أن مجموعة حل المعادلة هى [-۱) وكان ||| = آب| 
الحقة ۰ ۵٥‏ 2س 


بالتعويض عن س ١--‏ فى طرفی المعادلة نجد أن: 

الطرف الأيمن = الطرف الأيسر - ٦‏ أى أن مجموعة الحل هی - )١‏ 
فکر: 
حل المعادلة السابقة بتربیع طرفيهاء ثم تحقق من صحة الحل. 


9 ۰۰ ۷ ن = ۹ ۲س 


رگا نت 


(س-۲-۹-۲)۳س ‏ أى أن: ٠‏ اس -۲-۹-۱۳س لأي عدد حقیقي أ يكون: 
أولا: عندما س >۲ فان: س-۲-۹-۳س 1" ||| 

٣س‏ ھ۷ا أى آن: س -36 [۰۳ © [ 

ثانيا: عندما س < ۳ فإن: س-8--9+؟س 

وھ نی ا أى أن: س-1 38 ]-۰ ۳[ وع الم ا 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الوخدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 
فکر: 

۱) هل يمكنك استخدام طرق جبرية أخرى لایجاد حل للمعادلة ؟ وضح ذلك. 
اتا حاول أن تحل 


() آوجد جبریا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية: 
9 اس -۲|۲-۱۱-س| - ۰ سب 


تطبیقات حياتية على حل المعادلات 


منا 
9 |4 تخطيط لمدن 
د(س) = اس-۳| -۲ » م(س)-۰۳ احسب مساحتها بالوحدات المربعة وإذا کان طول الوحدة ۸ آمتار 
احسب مساحة الارض با لامتار المربعة. 
© الحل 
بتمثيل منحیی الدالتين د › م بيانيا نجد انهما يتقاطعان فى 
النقط 1 (۳۰۲۰) ۰ب (۳۰۸) .و تکون قطعة الأرض على شكل 
المثلث | ب ج القائم الزاوية ج حيث 


اب -8-(-5)-١٠وحدات‏ 


ی 6ے ۳-(-۲)-۵ وحدات 


" مساحة ۸باج أن عاج 


= <۵۱۰ ۲۵ وحدة مربعة 


0 قطن را و 8 


61 حاول أن تحل 
[5) آوجد بالوحدات المربعة المساحة المحصورة من منحنیی الدالتین دء ‏ حیث: 
د(س) = اس-۲|-۱ ء مصس(س)-ه-اس-۲| 
ثانيا: حل المتباينات Solving the Inequalities‏ 
سبق أن درست المتباينات» وعلمت أن المتباينة ھی عبارة رياضية تحتوي أحد الرموز: (رھے > یی <( 
والمقصود بحل المتباينة هو إيجاد القيمة أو مجموعة القيم للمتغير التی تجعل المتباينة صحيحة. 


EE ص‎ 


3 


حل المتباينات بياذ 


يبين الشکل المقابل منحنى كل من الدالتين د» ر حيث: 
ص, = د(س) » ص, = ر(س) وتكون مجموعة حل المعادلة 
د(س) = ر(س) هی [أ.ب]) 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
یپ 


د(س) - ر(س) د(س) > ر(س) د(س) 2 ر(س) 


كتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثانى الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعايمى 


معادلات ومتباينات القيمة المطلقة 


أى آن: ص = ص, عندما س دا أو س = ب 
ویلاحظ: ص < ص, أى د(س) < ر(س) عندما س3 ] أب[ 
ص, > ص, أى د(س) > ر(س) عندما س3 ] - ۰*۰ |[ لا] ب» «[ 


1 حاول أن تحل 
2 أوجد مجموعة حل كل من المتباينات التالية مستعيئًا بالأشكال البيانية فی مثال (۷): 


8 |س + ۱۲ < ۷ © ۲۱ س +1] < ء 


حل المتباینات جبریا 


0 تعلم ۱ 


او روا كانس 1ت ا | ےت می 3ا 
ثانيًا: إذا كان | س | > | ۰ |> ۰ فان: س >| أو س < -| 


فق مار 
(۷) آوجد على صورة فترة مجموعة حل كل من المتباینات الآتية: 


ھا |س-۳| < ؛ ۷۵ س۲-۲س +۱ > ع 


لٹا اس-۱۳<ء ای -۶<س-۶<۳ وياضافة ۳ الی المتباينة 


۷ < ای أن حدس‎ SESE 
[۷ ۰۱- ]= مجموعة الحل‎ ۰ 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


۵ - ۱ 


© |س-۳>۱۳ 


۳-9 
71 

إن كان اتد > ے 
واا 

٦‏ یک حب فان 
|< 

ےت ہے جد صقل کے > 0 


لاكاة اہ ب مرجتان ؛ 


الوخدة الأولى: الدوال الحقيقية ورسم المنحنيات 


© ۷۰۰ (س-۲6 اس -۱| وآ اس > 


نک اق که ام س وخ و اف س 
س 53 ع-]- ۰۲ 1 ۰ مجموعة حل المتباينة هی ] - ۰ ۔۴] نا [٥ء‏ «[ 
١ .. ©‏ کہ 1 ۲ ۰ ۱ ۳ 
ب ٭ ۱۳ ۳۹ وباخذ المعكوس الضربی للطرفين ٠۰‏ |٢س‏ -؟| 2ج ء س 
۰ ۔ بڑھھ ٢س ٣-‏ ھی وبإضافة ۳ إلى المتباينة ۔ ج٤‏ ھھ ٢س.- ۴٣+۶٣‏ 
٠. 5 ۷ ٥‏ 0 ۷ 
اا ۰ ۶<س < ۷ 
o‏ لا 5 
ا حاول أن تحل 
(۷) آوجد علی صورة فترة مجموعة حل کل من المتباینات الانية: 
(0 اس۔۱<[|۷١‏ © ا٤‏ س+۷اض۸ه 7 >م ا که 


ئن اکپ علی صورة متباينة القينة المطلقة کل مما یأتی: 


لگا -؛ < 


سز © .<س< + 
9 سح -۲ أو س ١>‏ © ع-[-۰۲ ] 
کتاب الرياضيات البحتة - علمى - الصف الثا: 


قوقع الدکٹور محعد رزق معلم الكيفياء تايف 


سس د بیس أ - 2 


er‏ تماررلن | -0 ا 
تی ایا ات تی 
أوجد جبريًا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية : 
9 س | جا امن دما سن ةدوس عدا 
© | س +۱۲|+س-۲-. (۵) س + | س |۲ 3 اس٣‏ | اس 
رل | شس- ١‏ |عس ۲-۰ 0 اس -1|- اس - ۱۳| (۹) ۷ س۲-س ٩+‏ +۲س ٩<‏ 
أوجد بیانیٔا مجموعة الحل لكل من المعادلات الآتية : 
ری | س ۷-۱۲ ۰ی۹۰ و 7 ]س 
69 ۲۱س -۶ | -|س +۱| 69 | س |+س -. 69 |س +۲ |- |س -۳| 
آوجد مجموعة الحل لكل من المتباینات الأتية بیانیا : 
بی ےرت وی رھ اک سس | دم 
69 | ۲س 8 | > ۷ 59 ]من 8۶۶] ہے 69 |۲ س-ه | > ۲ 
أوجد مجموعة الحل لكل من المتباینات الآتية جبریا : 


9 | س -۳|<ه۱ (۳ ۳۱ س-۱۲<ء 69 ]ین +۲۹۷ 


(۵ | ۳س +۲ |+ه < ء ۷9 س۲-۲س +۱ >ء © ۷ ۶س۱۲-۲س ٩+‏ < ۹ 
۱ ۱ 
۲س ۱۳+ |٦-٤س|‏ < ۱۲ >۳ ۲ 
9 |×س - ۱۳+ |" - ۶س| 9 ہے > یں 


لزید من التمارین قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعليم. 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


۹ fs, LO garithms 


سم مقدمة الوحدة 
حل مفهوم اللوغاريتمات إلى الرياضيات فى أوائل القرن السابع عشرء على يد العالم جون نابیر. كوسيلة لتبسيط الحسابات؛ ليعتمد عليها 
بعد ذلك الملاحون والعلماء والمهندسون وغيرهم لإنجاز حساباتهم بسهولة آکبر ء مستخدمين المسطرة الحاسبة. والجداول اللوغاريتمية, 
كما استفادوا من خواص اللوغاريتمات باستبدال عمليات الضرب لإيجاد لوغاريتم حاصل ضرب عددين بخاصية الجمع وفق الخاصية 

(لو, (س ص) = لور س + لورص)» ویرجع الفضل للعالم ليونهارت أويلر فى القرن الثامن عشرء بربط مفهوم اللوغاريتم بمفهوم الدالة الأسية 
ليتوسع مفهوم اللوغاريتمات ويرتبط بالدوال. 

ويستفاد من المقياس اللوغاريتمى فی مجالات واسعة. فعلى سبيل المثال الديسيبل هو وحدة لوغاريتمية لقياس شدة الصوت. 


ونسبة القولت, كما يستخدم الأس الهيدروجينى (وهو مقياس لوغاريتمى) فى الكيمياء لتحديد حمضية محلولٍ ما. 


مخرجات تعلم الوحدة 
فى نهاية هذه الوحدة من المتوقع أن يكون الطالب قادرًا على أن: 


يتعرف الدالة الأسية د: س | MENE‏ 4 لو (س ص)-لوس+لورص ‏ حیث س> .٠‏ ص > ٠‏ 
# يتعرف التمثيل البياني للدالة الأسية ویستنتج خواصها. 4 لو (22) = لو س - لو ص» e‏ 
7 یتعرف قوانين الأسس الكسرية. ۹ لو مسال = اده لوس ۰ س> أدع*-11]» ددح 
1 ہت ات 
1 يحل معادلات أسية على الصورة أ = ب. 4 ٦یس‏ اس MENT‏ 
ك8 يحل تطبيقات باستخدام معادلات على الصورة | =ب. ت لو 1 
۲ 8 ۳ 5 4 لو س = کت 00۷٦‏ 
۶ ۳ سس برس او ات لو رک لوپ| 
4 + ۱ + 
0 ل ۰ہ" ا اء ب دع"-(۱) 
7 يحول جبریا من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية والعکس. ۹ كا اد ا 
1 بتعرف 07 العکسية وشرط وجودها. ۹ ا 
يتعرف التمثيل البياني للدالة العكسية كصورة للدالة بانعكاس على الخط yT‏ 
المستقیم ص = س ومثال ذلك التمثیل البياني للدالة اللوغاريتمية في ۱ 1 
فترات محدودة كدالة عكسية للدالة الأسية ویستنتج خواصها. 4 يحل مسائل تشتمل تطبیق قوانین اللوغاریتمات. 
# یستنتج العلاقة بين الدالة الآسية والدالة اللوغازريتمية بيائيًا. ۹ يوجد قيمة اللوغاریتم باستخدام الآلة الحاسبة . 
4 یتعرف قوانین اللوغاریتمات: ۹ یستخدم الآلة الحاسبة فى حل بعض المعادلات الاسية باستخدام 
١‏ اللوغاریتمات. 
۵۰ کے را ال نا كلمي -الصف کے الالدیٰ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


المصطلحات الأساسية 


3 اُس Exponent‏ > نمو أسى Exponential Growth‏ > تماثل Symmetry‏ 
7 قو 0 Power‏ 2 تضاؤل اُسی Exponential Decay‏ 2 فائلة مر كبة Compound Interest‏ 
5 أساس ۵ < زوجى Even‏ 2 دالةعكسية Inverse Function‏ 
< جذور كام ا۸00 2 فردي 0 2 لوغار يتم Logarithm‏ 
3 اسن كسرية Rational Exponents‏ > قوانين الأسين Laws of Exponents‏ 2 صورة أسية Exponential Form‏ 
2 الجذر التربيعى  SquareRoot‏ > الدالة الأسية Exponential Function‏ 5 صورةلوغاريتمية Logarithmic Form‏ 
< الجذر التكعيبي CubeRoot‏ >< معادلة أسنة Exponential Equation‏ > لوغاريتم معتاد Common Logartithm‏ 
2 الجذر النونی ۲ الدالة المتزايدة  ]nereasing Function‏ 5< دالة لوغاريتمية Logarithmic Function‏ 
2 جذر حقيقى 86/۸0٥٤‏ 2 الدالة المتناقصة Decreasing Function‏ < ععادلة لوغاريتمية Logarithmic Equation‏ 


©8 مخطط تنظيمى للوحدة 


دروس الوحدة 


:)١ -‏ الأسس الكسرية. 


: الدالة الأسية وتطبيقاتها. 


( 
ج 
- ۳): المعادلات الأسية . 


ET 
الأسس الكسرية‎ 
الدالة العكسية. سای‎ : 
تعمیم قوانین الأسس‎ 
الدالة اللوغاريتمية وتمثیلها البياني.‎ : 
بعض خواص اللوغاریتمات.‎ 
يض ود و وت تعريف الدالة الاسية‎ 
الدالة الاسية‎ 
التمثیل البیانی للدالة الاسية‎ 
الادوات والوسائل المعادلة الاسية‎ 
شرط وجود دالة عکسية‎ 5 € 
ورق رسم بيانى - الة حاسبة علمية - حاسب الى - الدالة العكسية‎ 


ايجاد الدالة العكسية جبرد] وبيانيًا 


ہت 


التمثیل البيانى للدالة اللوغاريتمية 
الدالة اللوغاريتمية ا 
تطبيقات على الدالة اللوغاريتمية 


بعض خواص اللوغاريتميات 


برامج رسومية. 


خواص اللوغاريتمات 
حل المعادلات اللوغاريتمية 


گال الال لالصل لاس ال 05 


ہر بہت 


4 تعميم قوانین الأسس. 
4 الجذر النونى. 
4 قوانين الأسس الكسرية. 


»( المصطلحات الأساسية 


4 القوة النونية Power‏ ر5 The‏ 


Base الأساس‎ ۹ 
Exponent الأس‎ ۹ 
n'h Root جذر نونى‎ 4 


Rational Exponent اس کسری‎ ۹ 


_ چ8 الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية. 


Rational Exponents 


سبق أن درست الجذور التربيعية لعدد حقيقي غير سالب وتعرفت على بعض خواص 
الجذور التربيعية والجذور التكعيبية » ودرست الأسس الصحيحة وتعرفت على بعض 
خواصها وسوف نتعرف فى هذا الدرس على الأسس الكسرية. 


الجڈر النونی: 
لمت أن: 
المعادلة س" = ٩‏ لها جذران حقيقيان فقط هما ٩۷‏ -5 أو ٩۷-‏ - 


لاحظ أن ٣۔‏ ۹ء (-م)' ٩2‏ 

كذلك السا سن ا سار مسق سيد 

هو 7۷ -؟ (باقي جذور المعادلة أعداد مركبة غير حقيقية) 

HERO رٹ‎ 9 

وعلى وجه العموم: 

المعادلة س “| حيث اد م. ددص" لها 

ده من الحذور ونناقش فیما پلی عدة حالات: 

1 ان عددًا زوجیّا | > ۰ 

فإن المعادلة س“ | لها جذران حقیقیان أحدهما موجب والآخر سالب وباقى 

الجذور أعداد مركبة غير حقيقية ويرمز للجذرين الحقيقيين بالرمزين ۰۷ - 

ء ويسمى الجذر النونى الذي له نفس إشارة | بالجذر النونى الأساسى للعدد أ. 

مثل: المعادلة س* = 17 لها جذران حقيقيان هما ۱7۷ = ۱7۷-۰۲ --؟ 
(وباقی الحذور آعداد مركبة غير حقيقية). 

لاحظ أن ۱۲ = ٦۱ء‏ (-٢)ٴ‏ ےچ - 


لأى عدد حقیقی يكون 
l= ۲‏ 


)| اذا کان ن عددا زوجیّ, | < ۰ 
فإن المعادلة سس “ا لیس لها جذور حقبقية (جذورها آعداد مركبة غير حقیقیة). 
مثل: المعادلة س سال ها وره رورا عدا مر عرد 


ذا كان ده عددا فردیّا | د ع-(۰) 
فان المعادلة س ا لها جذر حقیقی وحید هو ۷ | (باقی 
الحذور آعداد مر كبة غير حقبقیة) 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعلیمی 


مثل: المعادلة س"--۳۲ لها جذر حقيقى وحيد هو ۳۲-۷#--۲ (لاحظ أن (-۲) = -۳۲) 


یدص |= 


فان المعادلة س“ = صفر لها حل حقيقى وحيد هو س = ۰ (المعادلة لها ده من الجذور المكررة وكل منها 
يساوى صفر عندما له > .)١‏ 


ق حاول أن تحل 
() أوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الاتية: 
98 س* ۸۱ © س*- ۲:۳ 9 س؛ -- ۱ 9 س"-- ٦٦‏ 


تفکیر ناقد: وضح بمثال عددی الفرق بين الجذر السادس للعدد | وبين ۷ | 
نر . 
ك۳ تعلم ۱ 
الأسس الكسرية Rational Exponents‏ 
تعلمت أن الجذر التربيعى للعدد الحقيقى غير السالب | هو العدد الذى مربعه يساوى | وبفرض أ تمثل الجذر 
۲ ۲ 
خن( ےا ادا ومنها 7م-١‏ 7 م 


ای اق( ھی الجدو تريس الأسان ددا أ أن 77آ 
بالمثل |" هی الجذر التكعيبى الأساسى للعددا أىأن ۲۷ ۔ا+ وعمومًا ‏ 50-78 
اذ )١‏ لای عدد حقيقى | >.. لہ د صہٴ - [۱) يكون Tl‏ 
هذه العلاقة صحیحة أيضًا عندما | ٠<‏ نہ عدد صحیح فردى أكبر من ١‏ 
۲ 1 نه 
0۲ =( ۱۷-۲)۱" حيث 31 ع.م. نہ عددان صحیحان ليس پینهما عامل مشتركء 
اک ا8 ۷ دعم 
تعميم قوانین الأسس 
قوانين الأسس الكسرية تخضع لنفس قوانين الأسس الصحيحة 
ف مثل 


(۱) أوجد قيمة كل مما يأتى (إن أمكن) 


ھا )+ @ ۶۲ © (r)‏ 
© )4+ اه ۴ او )۷ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


© الحل 


0 51-1 - ۲ (ب) رم 7 دم 
(ج) د ۲2۳-۱ --۳ له-5 و ع [لاحظ : ۲ تا 
(ه) ۴۱۷ ۔(,(٦٦)'‏ ۔ 1۶-۳۶ (و) مب سے )=( - 
WY ۷ 5 5‏ 

8 حاول أن تحل 

© آوجد قيمة کل مما يأتى (إن امکن): 
Û)‏ (۲0۱۲۰ اب ریم )7 ۲0۱۲۸ ڑھ) ۲۳ 

س اوا 


اهر عسرفلی ۲ دع > یسا العدد (0 ) غر سرف تی ۶ 
خواص الجذور النونية Roots‏ الأم Properties of‏ 


)١‏ ۷آب = ۲۰۲۷ ب 


SS‏ بي تق نے ےد ےت 


9 ما 
1 0 
(۲) أوجد فى أبسط صورة كل من: 
ھا -۱۸۷۲آب؟ © تداس ص 
@ الحل 
EE ۷ 6١‏ ۳ ۳ ۳ 6 
با X=‏ ۲ب 
چم ۶ 
2 ۷٦٣س‏ ص" = ٦‏ ۲آس؟*. -۲|ساص" 


۴ = !||| إذا كان ىہ زوجى 


کال ہہ فردى 


ق حاول أن تحل 
(۴) أوجد فی أبسط صورة کل من: 
® ۷ ۲۱۰ (۳) ما (س +۲ص)"' 


فق مار 
(۳) آوجد فى أبسط صورة کل من 


30۶*7۳ © ۱ ۱ x »مم‎ "(۸) (ÎD 
3 


: : 
۲ 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


1 سے 


© الحل 
ہے 1 
ا المقدار -(۲۳*۲) ۲ 
- ۲ ۴ 
@ اد (VX) x TY‏ 
ر المقدا 
x)‏ 
77 +7 
Vx" ۳۳‏ 
[ حاول أن تحل 


_ (e) x "ےم ۲7ء(‎ 
٣×٣ )93( 


حل المعادلات الآسية في ع 


ضفي مثل 


© أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 


ا( س* ۱۲۸ 
9 تن ای کے 
@ الحل 
8 س” ء۱۲۸ 
س - (7)۱۲۸ 
س =۲ - ۶ 


(ب) (۲ س +۶0۳ - ۸۱ 
((۲س +۲) ۶) 
(۲س +۲)* - ۱۲۳ 
۲س + 1-۲ (۲۳) ۶ 


ما ۲ س + ۲ - ۲۷ 
آو ۲س +۳ --۲۷ 
ees Ee‏ 


eS 


= 


| 


۳ ےا‎ rr 2 : ۳ ۳ 
۳۷ ۳٣×) 5 و۳۲ يرم‎ ۳۵ ٢٢ گے‎ (x) x 


۲ ۱۳ +۲ 
= ۳ x 


£ \.x ۵ 
۶ ۱۵۲۹ عام‎ ۶ 


1 2 


۲۵ - 


تت 


WEKO 


إذا كان أ > صفر 
۲ 
ابا ۳ س +۳ ۴ ۸۱ مک 
7 سل ( سن -آأ 07 
اج ہے 1 ° فان ۳ 
ریا سس ۳۱ ۷ س* = ۳۲ بان س 
حيث م عدد فردی 
إذا كان 
0 
ةك 
2 
س - (؟")” TS‏ 
7 م.ح -(غ) حيث م عدد زوجى 
من لیس بينهما عامل مشتر مت 


"-(۳*)" برفع الطرفين للقوة ۲ 


۲س + 4-۳ ۲۳ 
٢س‏ <- ۲۶ .. س - ۱۲ 
۲ س = 3 س = -۱۵ 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعلیمی 


8 7 3 EN 
TT @ س* -۱۳ س*+۳۱-.‎ @ 
۰ 2۳۲ الو ای تک س۳۱-۲س؟-‎ 
إماس؟ -۹-.۰ أو س” -؛ -. (س؟- ۲۲) (س؟‎ 
سس ۳۰ اقاس 2۳۲ اوس ا‎ ۳۵ 
۰ 4 ٥ رذ ج8‎ 2 
س =± (۲)۳۳ س =± (۲)۳۲ س 1 = 7 - -۱ مرفوص‎ 
2 )*۲( س =± ۲۷ س =± ۸ مح‎ 
1۶ - س‎ ۸-۰۸ 0۲۷-۰۲۷. 
ق حاول أن تحل‎ 
آوجد في ح مجموعة حل کل من المعادلات الآتية:‎ 0 
٣۲ س۸۱ © (س +2۳0۱ ۲۳۲ © س-‎ )1( 
2 | - ۲ وی تمارين‎ 
Fx ×۶۸ ۲ 
وسر کھت ظط‎ 
متی تكون العلاقة 1ب = 7۲ :۲ب صحيحة لجمیع قیم |ء ب الحقيقية.‎ )0 
أكمل ما يأتى:‎ © 
71 ِ E ۶ و‎ «5 
فى أمظ کور سار سس اب (3)" فی أبسط صورة تساوى لس‎ "(۸) i) 
5202000 ا کت € م تق ظط صورة تساوی سس ره ۳ م فى أبسط صورة تساوى‎ 


ھا(ہ ف بیط صرراضازی 07۳0 
© اختر الاجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
() إذا كان ۲-۰ فان ۲۲۵ تساوى 2522006 
© ( +۲ ۲ تساوى 00110 


رج إذا کان رر = فان س تساوى E‏ 


(ھ) إذا کان ٤‏ س' ۱۲۸ فان س تساوی 00 
(3) مجموعة الجذور الحقیقیة للمعادلة (س - ۲)* د١٠‏ يساوي کت 


0 إذا كان ٤ ٣‏ فان ۹+ ٦٦‏ تساوی س 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


۲ cf ۵ ۰ 
( ) 
) < ۲ 0 


(۲ EEN كام‎ 


.د آي مما بتي لا يساوي( س) CoE ee e‏ 


)٢۔‎ ٠٢ ۰۲+ ء٤(‎ 


((صفر) ء (۰)۶ (۰1۸ (۶۰۰)) 


(o 89-1 (۷ء‎ 


و 


(٩ ®‏ عاو دام ٩-‏ 
(۶) إذا کان س =۸ فان س= E ۸٣۷‏ 


© الربط بالھندسق إذا كان طول نصف قطر كرة س يعطى بدلالة الحجم ع من العلاقة س = ()" . أوجد 
الہ اوه فق علد ف اقعل يدها نشي نو ال 7 رسلا ى 
لزی ي يتغير الحجم من م 1 


(۷) آوجد مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 


سم سے 

© س2 - ٣٣‏ (۵) (س'- دس + ٢٢٢ = ۴)٩‏ 
© س٣‏ - س ٤+‏ -صفر لا س +۷۸۱۰ س 
الا ۲-۷ س -۵۶ - صقر ا (؟س -۱)* - (س +۲)* 


5 کان س ع #ضص؟ ۲۷ قما تة س + ص 


© تفکیرایحاعم: اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


© إذا کال س < صقن کان :س ملاس" عباس س +۱ < وس یں (س » -س » صفر › - ۱) 
۳ ۲ 5 ع سم 
.ب إذا كان |- م م فاي الاعداد الاتية عدد نسبی سس ۳ ۸ ۸ ۱.۶ 


د 

نشاط ۱ 
استخدم الآلة الحاسبة في تبسیط إجراء العملیات الاتية (مقربا الناتح إلى رقمین عشریین) 
XV) 7E‏ 


e, @ 


© (۳)۲۲ + رد 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعلیمی 


۲ ۲ 


4 الدالة الأسية. 
4 تمثيل الدوال الأسية بیان 
4 خواص الدالة الأسية. 


ل المصطلحات الأساسية 
4 دالة أسية. Expontential Function‏ 


Exponential Growth ۰ نمو ات‎ 4 


Exponential Decay. تضاؤل اس‎ 4 


_ الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية. 


«ENO 
الدالة الجبرية: يكون المتغير‎ 
المستقل (س) هو الأساس أما‎ 
الأس فهو عدد حقيقى.‎ 

الدالة الأسیة: یکون المتغیر 
المستقل (س) هو الأس آما 
الأساس فهو عدد حقيقي 
موجب لايساوى الواحد. 


Exponential Function and it Applications 


جیا نشاط 
تنکاثر خلايا البكتريا بطريقة الانقسام المباشر إلى خليتين فی كل مرة خلال فترة 
زمنية محدودة ثم تنقسم الخليتين إلى أربع خلایاء ثم تنقسم الأربع إلى ثمان» ويستمر 


يبين الجدول التالی زمن الانقسام لخلية البكتريا بالساعة وعدد الخلایا الناتجة. 


۱ آکمل الجدول السابق. 
۲( عبر عن عدد خلایا کل انقسام بالصورة الأسية للأساس ۲. 
۳ ماذا تتوقع أن تکون عدد الخلایا بعد مرور ۸ ساعات. 


)٤‏ عبّر بالصورة الاسية عن عدد خلایا البکتریا بالانقسام بعد مرور س ساعة. 


۵ تعلم ۱ 


Exponential Function الدالة الأسية‎ 


0 إذا كان| عددًا حقیقًا موجبّا ١‏ فان الدالة: 
ہت ا 

تسمی دالة اسية اساسها | 

مثال: 

د(س) =۲“ دالةأسية آساسها (۲) وآسها (س). 

د(س) = ۵ ۳" دالة أسية آساسها (۰) وآسها (س۱۳). 


د(س) = (۳)"- دالة أسية آساسها () وأسها (۲س) 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


ق حاول أن تحل 
02) بين أى الدوال الآتية دالة أسية. 


الله د(س) دس” (۳) د(س) = (م)س 
۳ 7 ۲ 
لگا د(س) ری (د) د(س) -س۱-۲ 
5 ۳ س-۱ ( 
(ه) د(س) = (3) 91 د(س) = (-)س 
التمثيل البياني للدالة الأسية Graphical Representation of Exponential Function‏ 


مثل بيانيًا كل من الدالتين د(س) ۰۳۲ م(س) = (2)س 
وذلك على فترة اختيارية س 3 | -۰۲ ۳۳] 


۱ 


۸ 2 2 
۸ 

۶ 0 7 
2 
۱ 

۲ 0 ١ 

١ ١ صفر‎ 

۱ 

3 ۲ 

2 

د(س) = 7۲ 7 1 ۱ 

۸ 


خواص الدالةالأسية د(س) دا حیث | > ٠‏ » ۶و۱ 
)١‏ مجال الدالة الأسية د(س) = هو ع ومداها ]۰۰۰۰[ 
)٢‏ إذا كان | > ۱ فإن الدالة تزايدية على مجالها وتسمی دالة نمو أسى معامله | 
أما إذا كان ٠ > | > ١‏ فإن الدالة تناقصية على مجالها وتسمى دالة تضاوّل أسى معامله أ. 
۳( منحنى الدالة د(س) =" يمر دائمًا بالنقطة )١٠١(‏ لجميع قيم > ١ 61٠١‏ 
(٤‏ د(س) -1” هی دالة احادية (One - to - One)‏ 
٥‏ منحنى الدالة د(س) =" هو صورة منحنی الدالة د(س) >(--)” بالانعكاس على محور الصادات 
سح وم روما ین س نیت | > 


ہے ٠‏ عندما س ڪڪ © حيث١ .<Î<‏ 


63 حاول أن تحل 

0 الشكل المقابل يمثل الدالة د المعرفة على ع » حيث د(س) = (5)”. ارسم على 
نفس الشكل منحنى الدالة ر المعرفة على ع ء حيث س(س) = (2)-ه ثم أوجد 
مجال ومدى کل من الدالتين» ثم بين أى منهما تزايدية أو تناقصية مع ذكر السبب. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


2) 6 رتب كل مما يأتى ترتیبًا تصاعديًا د(۷) ء د(-؟)» د(ما‎ ١ < | <۰ تفکیرناقد إذا كانت د(س) ءا“ حيث‎ O 
د(۰).‎ 


دی مثر 


(۱) اذا كانت د (س) = ۳" فأکمل ما يأتى: 


O‏ د( کہ :(س+۲)ء ..×د(س) © د (س)* د (-دس)- سے 
@ الحل 

© د(۲) - ٩-۲۲‏ لا د(س +۲) ۲۳۳ × - وو (س) 

9 د(س)*«د(س)>۳۷۲۲ سے وک ۳-۲ +۲ 
اڑا حاول أن تحل 
0 7 ا 

ل 0 ص کو ب) ص کے می رد 


۳۹ ۱ 
ص - ١”‏ ص 


شكل (ه) 
إثراتى 
تطبيقات تؤول إلى معادلات على الصورة “= ب 

Growth and Decay : النمو والتضاؤل‎ 

يوجد العديد من الظواهر في الحياة اليومية يمكن أن تنمذج كدوال تصف هذه الظواهر من حيث النمو 
والتضاؤل أو (الأضمحلال) مع مرور الوقت» ومن أمثلة هذه الظواهر دراسة السكان والبكتريا والفيروسات» 
والمواد المشعة والكهرباء ودرجات الحرارة. وفي مجال الجبر هناك دالتان يمكن استخدامهما بسهولة للتعبیر 


عن مفهوم النمو آومفهوم التضاوّل (الاضمحلال) هنا دالة النمو الاسی ودالة التضاوّل الاسی. 
أولا:اٹنموال٭أسی:  Exponential growth‏ 

يمكن استخدام الدالة دء حيث د(ده) = | (۱ + م۳ لتمثيل النمو الأسى بنسبة مئوية ثابتة فى فترات زمنية 
متساو ی حيث ده هی الفترة الزمنية» | القيمة الابتدائیة م النسبة المئوية للنمو فى الفترة الزمنية الواحدة. 
(ناقش معلمك لاستنتاج العلاقة السابقة). 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


الریج المرکب: عند حساب ج جملة مبلغ | مستثمر في أحد البنوك التي تعطي ربح سنوي مركب س (نسبة مئوية) 
لعدد ده من السنوات بفترات تقسيم العائد السنوي إلى س فإن جملة المبلغ تعطى بالعلاقة : 


ج>۱(1+ سک( 


مثال 
أودع رجل مبلغ ٠ ٠‏ جنيه في أحد البنوك التي تعطي فائدة سنوية مركبة قدرها 8 أوجد جملة المبلغ بعد 
بر و شک 
© العائد السنوي + العائد الربع سنوي © العائد الشهري 
6 
)0 ماد نوی 0 : ۱۰۷٤,٩۲ = mes‏ جنيه 
كنت اط 
3 


(ب) العائد ربع سنوي 0 - ۵۰۰۰ (۱ + ے ۱۱۰۶۰۱۲ جنبه 


( ج) العائد الشهري 0 >= ۵۰۰۰ (۱ + مہ)۰ ے ۱۱۰۹۸,۲ جنيه . 

8 حاول أن تحل 

(0) يتكاثر النحل فى أحد الخلاياء فيزداد بمعدل ۸۲۵ كل آسبوع» فإذا كان عدد النحل فى البداية 1۰ نحلة. 
| اکتب دالة أسية تمثل عدد النحل بعد ده آسبوع ثم قدر عدد النحل بعد ٦‏ أسابيع. 

ثانیا: اللضاول الاسی: Exponential decay‏ 

يمكن استخدام الدالة د حيث د(ده) = | (۱ - )۳ لنمثیل التضاوّل الأسی بنسبة مئوية ثابتة فى فترات زمنية 

متساو ی حيث دہ هی الفترة الزمنية» | القيمة الابتدائية» م النسبة المئوية للتضاوّل فی الفترة الزمنية الواحدة. 


ي مال 
© للسطالتطيق اشترى كريم سيارة جديدة بمبلغ ۱۲۰۰۰۰ جنيه» فإذا كان سعر السيارة يتناقص بمعدل 
۲ كل سنة. 
ول | کے ال اس فيفل هو الا يعدا سار ھا 
ثانيًا: احسب لأقرب جنيه سعر السيارة بعد مرور ‏ سنوات من شرائها. 
© الحل 
es‏ ے س = سل - ۰,۱۲ الفترة الزمنية ده = 1 سنوات 
أولّا: دالة التضاؤل الأسى هی: د(ںہ) = ا(١‏ - م)" وبالتعویض عن قیم |ء م فان: 
د(ںہ) = ۱۲۰۰۰۰ (۱- ۱۲, .)له أى آن: د(ںہ) = ۱۲۰۰۰۰ (۸۸ .)نه 
ابا بالتعویض عن ن = ٩‏ فى دالة النمو الاأسی: 
د(۵) = ۰۱۸۸(۱۲۰۰۰۰) 0۵۷۲۸۱۶۹۰۶۱ 
سعر السيارة المتوقع بعد مرور ٦‏ سنوات يقدر بمبلغ 90۷۲۸ جنیها 
1 حاول أن تحل 
© للسطلاحطب يتناول أحد المرضى ٠١‏ مليجرامًا من عقار طبیء و یمکن لجسم المريض أن يتخلص من ۸۱۰ 
من هذا العقار تقريبًا فى الساعة. 
۰ "1 اكتب معادلة أسية تمثل كمية العقار المتبقية فى جسم هذا المريض بعد تناول العقار. 
+ قدر كمية العقار المتبقية فى جسم المریض بعد ٤‏ ساعات من تناول العقار. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الدالة الاسية ر حيث ص(س) - ۲۳ أساسها هو 00 
الدالة یہ حیث ی»(س) = ()”"' ليست دالة أسية لأن .0020 
إحداثيا نقطة تقاطع الدالة الأسية د(س) دا" مع المستقیم س = ٠‏ هى النقطة (.....ء.....) 
معادلة محور التماثل لمنحنى الدالتین دہ حيث: د(س) = ۳۳ء ر(س) = (۵)“ هو ._۔ 
(۲) اختر الإجابة الصحيحة من بين الاجابات الآتية 

® تكون الدالة الأسية النی أساسها | تزايدية إذا كانت 


٠١ و‎ 


© ©6 6 © رم 


١ 


(10>. پ4۱ (ج)۱<|<۰ (د) ۱-1 
() تكون الدالة الأسية التى أساسها | تناقصية إذا كانت: 
()۱>. (ب)|<. (ج)۱<|<۰ رهاتا ح ده 


© الدالة الأسية د حیث د(س) ۱۰۳۱ > ۱ يقترب خطها البیانی من: 
(]) محور السینات (الاتجاه الموجب) ( ب) محور السینات (الاتجاه السالب) 
(ج) محور الصادات (الاتجاه الموجب) ( د) محور الصادات (الاتجاه السالب) 
© فى الدالة الأسية د حيث د(س) -۰۳1 ۱>۱ تکون د(س) > ۱عندما: 
(ا)س دع (ب)س 3 ع*٭ (ج)س دع (د) س 3 صہ 


© فی الدالة الاسية م حیث س )ا ۳ (۰ < <١‏ 6 تکون ۰ < 1" ٢<‏ عندماس 5 


(۰]0 0[ (ب) ]- :] (ج) ]۰۱ م[ (د) ]-۰۰*۰ ۱] 
۵ بين أى من الدوال الاتية دالة أسية» ثم اكتب أسها وأساسها: 
8 د(س) د ٣س‏ (ب) د(س) -0(5)” (ج) د(س) سل 
© د(س)-۲س۱-۲ (ه) د(س) - )ك٠‏ 3 د(س)>()” 


0 مثّل الدالة د في كل مما يأتي بيانياء ثم أوجد المجال والمدى لکل منهاء وبين أى منها تزايدية وأى منها تناقصية: 


(1) د(س) -م” © د(س) = (3) 7 © دس-۳۳(۲ © د(س) ۲ +۱ 
EES.‏ + ہیں ۲ ۱ 47 ۱ ۲ ۳ 
© د(س) - )۰ -۲ 008007 

کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


آموقع الدكتور محمد رزق معام آلکیمیاء التعایمی ۱۲77۳778 13 


1 ۳۲ Exponential Equations 


ور استكشف 22 | 


من الجدول الآتى بين متى تتساوى 7“ مع اس: 


4 حل العادلة الأسية جبریا. 
۱ ۲ ۳ 3 4 حل المعادلة الأسية بیان 


المعادلة الأسية Exponential Equation‏ 
إذا تضمنت المعادلة متغيرًا فى الس فانها تسمی معادلة أسية مثل (۳ ۲ - ۲۷) فنجد: 


کر المصطلحات الأساسية 

ا بت .. 
4 معادلة أسية 

Exponential Equation متال‎ © 


4 الحل البياني  craphical Solution‏ 
(۱) أوجد فى ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 


١ ۲ ®‏ ا س-۲ 
( = © ریہ 
© الحل 
٣ )(‏ سوس ہہ 
٠‏ س +۳۰2۱ ومنهاس --ع + مجموعة الحل = [-16 
5 
(ب) ربا ۲۳/۲۱۲ ۸ض 7 ( ۳ × )س ے )س 
کو دو کر سد باس 
3 ج س  -‏ ٣س‏ - 5 بالضرب في ۲ الأدوات المستخدمة 5 
۰ ٣س‏ -۹-٦س‏ - ۱۲ مہ ٣س‏ -٦س‏ = ۱۲-۹ 4 حاسب آلی مزود ببرامج 
۔-٣س‏ = -۲ ومنها س ١١‏ یا مجموعة الحل = (1۱ رسومية. 
4 الة حاسبة علمية. 
ق حاول أن تحل 


77 آوجد في ع مجموعة حل کل من امعدلات ای 


دی مثر 


(۲) أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآنية: 


)1( 5 _ وس-۲ (ب) پس س 
@ الحل 
e‏ ۳ 
للا -ه" ق ومنها س۲ 
مجموعة الحل - (1۳ 
+۱ ۲س+۲ +۱ ۲(س +۱ +۱ +۱ 
0 س _ن امن ان رس آ پ ك۸ وس 
س + ١‏ - صفر ومنها س = -۱ مجموعة الحل - [ 1 
61 حاول أن تحل 
(۲) آوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات 
م 0 -0 ۴ كت ٢٣س ٤+‏ 
س-۲ 


تفکیر ناقد: أوجد جمیع الحلول الممکنة للمعادلة س 7 


دی مثر 
© إذا كانت «(س) “٣‏ 
( [) أثبت أن د(س + ۲) × د(س - ۲) = د(۲س) 


© الحل 
(1) الطرف الأیمن ‏ ٭د(س +٢)×د(س‏ -۲) 


س+۲+س-۲ 


(© دس +۸ - دس 0 - ۷۲ 


بع بعك رد ۷۲ 
نی )١-"‏ = ۷۲ 
۳ ٣ے‏ كن س ۹ت٢‏ 
اتا حاول أن تحل 


(۴) إذا کان د,(س) =۸ د,(س) د٤“‏ 


۲ 
تچھ 


© کان د(س +۱) -د(س -۱) = ۷۲ أوجد قيمة س 


۲ -۲ 
ر 
= = د(۲س) = الطرف الایسر 
۱ -۱ 
Ss e ۲‏ 
س = ۳۲ 


© حل المعادلة د, (#س) +ى (#س-١0-‏ .م 


و اادکٹور محمد رق مهلم الكيفيء عاي 


و 


فق مار 
لگا إذا كانت د(س) - وس 

آوجد س التی تحقق المعادلة: د(س) + د(ه -س) = ۱۲: 
لہ الحل 

بالتعويض فى المعادلة د(س) + د(ه - س) = ۱۲ 


ریت وت 
×٣‏ ۲ +۲ × ٢ے‏ ۱۲ × ۲ وذلك بضرب الطرفين فى ۲“ 
۳ س + س +۲۵ -س + س - ۱۲ × ۲س = ۰ 
۱۲-۲ × ۲ + ۳۲ = ۰ وبتحلیل المقدار الثلاثى 
(۲۲-ع)(۸-۲۲) =. 
إما: ۲-۳۳۲ ومنها س د۲ 
أو: ۲۲" ومنها س - ٣‏ 
3 حاول أن تحل 
© فی المثال اسايق أنبت نهد جرب ل 


Solving Exponential Equastions Graphically حل المعادلات الأسية بيانيًا‎ 


ہو + 

نشاط ۱ 
(0) باستخدام أحد البرامج الرسومية ارسم في شکل واحد منحنيي کل من الدالتین د, (س) =۲ " د,(س) <۳-س» 
© الحل 


باستخدام برنامج Geogebra‏ نرسم منحنبي الدالتين د» دی ومن الرسم نوجد 
إحداثيات نقطة التقاطع هي (۰۱ ؟) 


نجد من الرسم آن نقطة تقاطع منحنی الدالتين د,ء د, هو (۰۱ ۲) لذلك فان 
مجموعة حل المعادلة: اس ۳۲ - س هو (۱). 


اڑا حاول أن تحل 
(8) باستخدام أحد البرامج الرسومية ارسم كلا من الدالین: 


س ۶ 5 . اس 
جا ۳۶ e‏ ۳۹ سن 1 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


4# تم ین ۳-۲ $¥ 


© اختر الإجاية الصحيحة: 
@ إذا کان ۳۷ ء۸2 + فان س - 909 


۱ (ب) ۲ (ج) ء (د) ۲ 
ج) إذا کان وس ب ع۳ فان س - 09000" 
()ه (ب) ۱ (ج) -۱ (د) صفر 
١ "۱/۰ ©‏ حيث | > صفر فان - 50 ارات 
۱ (ب) -۳ (ج) ۲ (د) ۲ 
(۲) آوجد مجموعة حل کل من المعادلات الکنية: 
© بسن ا سے إ بسن 
یا ۲-۳-۰ (© e‏ © ۲۳۳۳ - ۲ك 
ذا وس بوم 1 یروس © وج (ط) (۷۷)۵(ل) +( دوم 
(۲) آوجد مجموعة حل المعادلتين: 
س ص ص س 
ox ٣‏ = ۱/۵ 0 ۳ ۵ - ۶0۵ 


© إذا كانت د,(س) = ۳ د,(س) = ۹" فأوجد قيمة س التي تحقق د,(٢س-١)‏ + د, (س:۱) = ۷91 
+۱ ۶ 
(0) إذا كانت د(س) - ۷ فآوجد قيمة س التي تحقق د(؟س -۱) + د(س -۲) = ۵۰ 
0 آوجد بیان مستخدمًا أحد برامج الرسومیات مجموعة حل المعادلة: 
2 سن -۲ 7 
8 -۳-س رجا ۰*۲ - ٢س‏ 
۷ کو اذا کان س" دض" وکان س ۱۳۰ص ۱۰۳ فما قيمةنه؟ 


(۸) الربطبالأعداح: إذا كان مجموع الأعداد ۶+۲ +۸ +۱1 + ......... + ۷٢‏ یعطی بالعلاقة جس = ۲ (۱-۰۲) 
رل آوجد مجموع العشرة آعداد الأولى فی النمط 
( أوجد عدد الحدود فى النمط ابتداء من الحد الأول لیکون مجموعها ۱۳۱۰۷۰ 


(3) حل كلا من المعادلات الآتية: 


0 راس © پ۶٠‏ ےپ کے 
أوجد مجموعة حل المعادلة: 


الاك پا الاي لواح ما 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


The Inverse Function 


الآباء س- = [عمادء عبد الله أسامةء عاطف] وبناتهم 

ص = [أمل» نیرق غاد جنة) بالاستعانة بالشكل. 

)١‏ اكتب بیان العلاقة التي تمثل "أب" من س- إلى ص 
هل العلاقة تمثل دالة؟ وإذا كانت دالة هل هى دالة أحادية؟ 

؟) اكتب بیان العلاقة التى تمثل "إبنة" من ص إلى س- هل العلاقة تمثل دالة؟ 


م تعلم 
الدالة العكسية The Inverse Function‏ 


إذا كانت الدالة د دالة أحادية (One-to-One)‏ من مجموعة س إلى مجموعة صہ» فان 
الدالة د " تسمی دالة عکسية للدالة د من 0 س إذا كان: 


پر ےو الب ۳ 


فق هن 


فم مثل 

0 إذا كانت د دالة بيانها كالآتي: د - - ((۰۱ ۲)ء (٤٤٤)ء‏ (۰۳ ۰2 (٤ء‏ ۸)). 
أوجد بیان الدالة العكسية للدالة د ومثلهما في شكل واحد. 

© الحل 

حيث إن الدالة المعطاة أحاديةء فان لها 

ہر 

{A <£) ء)٦ د(س) - ((١ء ۲)ء (٤٤٤)ء رك‎ ٠> 

۰ (س) = ((۰۲ 1(« )£< ۲)ء (ت ۳)ء ))٤ A)‏ 

نلاحظ أن الدالة د والدالة العكسية د" 

متماثلان بالنسبة للمستقيم ص = س 

أي أن د ' (س) هي صورة د(س) بالانعكاس 


في المستقيم ص - س 


موقع الدکتور محعد رزق معلم الكنعياء التعلنقي 


سوف تتعلم 3 


4 الدالة العكسية. 
4 التمثيل البياني للدالة العكسية. 
4 إيجاد الدالة العكسية لدالة بيانيًا 


وجبريا. 


المصطلحات الأساسية ۰ 
4 دالة Function‏ 
4 دالة عكسية 
4 دالة أحادية 


Inverse Function 


One - to One Function 


Domain جال‎ ۹4 
Range مدى‎ 4 
Reflection انعكاس‎ 4 


الأدوات المستخدمة 5 


4 آلة حاسبة. 
4 برامج رسومية. 
4 حاسب آلى. 


61 حاول أن تحل 
() أوجد بیان الدالة العكسية للدالة التی يمثلها الجدول الآتى: 


١ ۲- ۳‏ 
د(س) ۷ ۳ ۱ 
اختبار الخط الر آسی اختبار الخط الأفقى 


إذا قطع أي خط رأسي نحنی ما فى نقطة واحدة إذا قطع أي خط آفقي منحنی دالة ما في نقطة 
على الأكثر فان المنحنی يمثل دالة. واحدة» على الأكثر فإن المنحنى يمثل دالة أحادية. 
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إذا كانت الدالة ليست أحادية (لا تحقق اختبار الخط الأفقي) فان معكوسها 
لايمثل دالة. 
مثل ص = س" (لیست أحادية) معكوسها |ص| = س لا يمثل دالة. 
من خواص الدالة العكسية: 
١‏ > يقال أن د(س) ء س(س) دال عكسية للأخرى إذا کان سح رس 
( دهم) (س)دس و (م ٠»‏ د) (س) دس ۱ 
> مجال الدالة د(س) ‏ مدی الدالة العكسية د '(س) 
مدى الدالة د(س) = مجال الدالة العكسية د" (س) ا( ا د ي 
تفكيرناقد: 
ما محال الدالة د حيث د(س) = س" التي يكون فيه للدالة د دالة عکسیةء وأوجد هذه الدالة العكسية. 


9 مثال 
بيانيًا فی شکل واحد. ٦‏ ہہ ار 
١‏ نقوم بتبدیل المتغیرات ثم 


نوجد ص بدلالة س. 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانى الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


س -؟ص ١+‏ بتبديل المتغيرات 
٢ص‏ = س ١-‏ 
ص وی . و ناس 


7 ۱ ۱ 
د(س) 5 ۱ 2 


د(س) . 3 5 
نلیحظ لع الدالة د والدالة العکسية د منحناهما متفاثلان بالنسية 
للمستقیم ص = س 
63 حاول أن تحل 
© آوجد الدالة العكسية للدالة ص = س" ومثلهما في شکل واحد. 
ف منر 
(۳) إذا كانت د دالة بحيث د(س) -۳ + باس -۲ فأوجد 
) مجال د(س) ومدى د(س) ۳ د" (س) وعين مجالها ومداها 
© الحل 
09 د(س) معرفة لجميع قيم س >١-‏ ۰ 
.۰ مجال د(س) -[ ۰۱[ 
EE‏ لجمیع قیم س الواقعة في مجال الدالة 


.*. ۳+ م١س‏ > ۳ کڪ د(س)> ٣‏ 


ع 


ای س >۱ 


۰ مدی د(س) > | 000۳ 1 


© .ص = ۳ +۱۷ س -۱ 


باستبدال المتغيرات س » ص 

Ej‏ س >٣۳-‏ ماص -۲ بتربيع الطرفين 
(س - ۲۳ -ص - ١‏ 

ا -(س -۳) ۱+۲ . د (س) -(س -۲) +۱ 


مجال د"(س) = [۰۳ |[ ومداها [۱ ء٥‏ [ 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدکتور محمد رزق معام الکیمباء التعایمی 


8 حاول أن تحل 


ا أوجد د'(س) وعين مجالها ومداها 


(ب) مستخدمًا أحد البرامج الرسومية ارسم الشكل البياني لكل د(س) » د (س) 


5 
© أكمل: 
© الشکل المقابل يمثل 


0 


ات 
(ه) إذا كان 52 س کے ٤س‏ فان E‏ سس سس 


6 إذا كانت د دالة أحادية وكان د(؟) = ٦‏ فان د" )٦(‏ = ل 


تماین۳ع 8 
6 إذا سس حا ھت ا ا )فاخ کے 01 


دالة د: س > ص فان د اك 072 
اج صورة النقطة (۲ ۱( بالانعكاس في المستقيم ص - س هي النقطة 1211116 


0 ضع علامة () أمام العبارة الصحيحة وعلامة () أمام العبارة الخطأ: 


لھا مجال الدالة هو مجال الدالة العكسية لها. ۱ 1 

© الدالة المتزايدة على مجالها يكون دائمًا لها دالة عكسية. ) ےت 

© الدالة الزوجية يكون لھا دائمًا دالة عكسية. ۱ 0ھ 

© الدالة الفردية یکون لها دائمًا دالة عكسية. ) | 
© أوجد الدالة العكسية لكل من الدوال الآتية: 

@ د(س) = س+ء ا د (س) <۶س 

ج) د(س) = تج 6 اد (س) = 

ھا د(س) -۸س۱-۲ .3) د (س) =۴ 

0 د(س) = ۲ + ۷ ۳س 8 د (س) = س" حيث س > صفر 

8 د(س)ء-(س-١)‏ +۲ حیث س >۱ ,) د(س) = س" +۸ س +۷ حيث س ٤->‏ 

اک د(س) = ۷ ۹-س' حيث -" 2 سے٠‏ 

(ل) د(س) = ۷ ۹-۔س' حیث ۰ < س <۲ 


كتاب الرياضيات البحتة - 


موقم ادکٹور محعد رزق مهلم الكيفيء لسلسم 


ع<>©>»> روما دسا ذس رمآ دش 2ن اس۴]سژ]غ ۲]ھ0 ؾ ض سے ےںں٣غ٣0 ٣2‏ خ٣‏ ضس٣‏ ہرس مر رٹ 0 
© (1) إذا كانت د(س) - س. آوجد د" (س) ومثلهما يباننًا. 
© الشکل المقابل يمثل دالة د من س إلى ص فأوجد قيمة د" (ب) +۲ د" (ج). 


حاول كل من وائل ورنا ایجاد الدالة العكسية للدالة د(س) - س 


7 


1 س8 _ س-٠‏ 
د(س) = 93 
۱ ے ۱ 1 5 ِ تہ م 
9 "(س) - 0 ۰ س = ص بتبدیل المتغیرات 
O O TT‏ ۱ بالضرب التبادلي 
٠‏ 5 7 5 31 
و e‏ 00 
ا 7 ۳ 
: 
دس رن دلا د ا 
© سقال مفتوج: هل یمکن أن تکون الدالة د هی نفسها الدالة العکسية د۳؟ إن كانت العبارة صحيحة أعط 
آمثلة على ذلك. 


(۸) فى کل مما يأتى عين المجال الذی یکون فيه للدالة د دالة عكسية: 


۱ عم جم‎ ١ 
(ل) د(س) = س" اب د (س) = س" (ج) د(س) م س‎ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع آلاکتور محعد رزق معلم الكتقناء التعلیقی 


سام" الدالة اللوغازيتمية وتمتيلها البياتي ١‏ 000000 


Logarithmic Function and Its Graph 


و ج التمثيل البياني للدالة العكسية للدالة الأسية 
سوف تتعلم 
4 تعريف الدالة اللوغاريتمية. سے ا 
سو © استكشف 22 | 


اللوغاريتمية. علمت أن الدالة ص = ١س‏ هی الدالة العكسية للدالة 
4 التحويل من الصورة الأسية إلى 7 

الصورة اللوغاريتمية والعکس. کل س" لکل سس 5 مر (صورتھا بالانعکاس شی 
4 حل بعض العادلات الم ستفیم ص = س) 


اللوغاريتمية البسيطة. 


فهل يمكنك تمثیل الدالة العكسية للدالة الأسية د حيث د(س) = “٢‏ بیانیّا من خلال 
تمثيل قيم سء ص للازواج المرتبة التي تمثل الدالة. 


المصطلحات الأساسية س سیت 


٢ -‏ = 
4 لو غاريتم Logarithm‏ ست س 
4 دالة عکسية  Inverse Function‏ مرک کرد سرت جن 
4 مجال Domain‏ 8 3 1 ۳ 
» اللوغاریتم العتاد 5 ٠‏ 
Common Logarithm‏ ۳ 5 8 5 
5 1 
1 ۲ 
۱ ۱ 
١‏ 7 ۲ ۱ 
#8 الأدوات المستخدمة ١ ِ ١‏ 
4 آلة حاسبة. ۳ ۸ ۸ ١‏ 
4 حاسب آلي. 


نجد مما سبق أن معكوس ص = ”٢‏ هو س = ۲ ويسمى المتغير ص في المعادلة 
٣‏ لوغاريتم س ویکتب صو دلي س ويق رأ ص تساوي لوغاريتم س للأساس ۲ 


۵ تعلم ۱ 
6 وي 


سر ا سن لضي الله وبري إذا کان اد م* - [۱) فان الدالة د حيث د: ع سے ع* حيت د(س) - لو س هی 
05 الدالة العکسية للدالة ص ‏ |" 
وتسمی ۱" < س بالصورة ا 
الاسية المکافتة لها. وتسمی د(س) - ی س بالدالة اللوغار یتمیة 

> مجال الدالة اللوغاريتمية = ع* > مدی الدالة اللوغار يتمية = ع 


> الصورة ص = لو س تکافی الصورة | ”= س 


Logarithmic Function 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


التحويل من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية: 


(0 ۲*-+۱ تکافیم لو ۱1 
۳ 
جل ل تكافء 
و 0( 58 تکافئ 7 1 
1 حاول أن تحل 


ا( حول من الصورة الأسية إلى الصورة اللوغاريتمية 


۶۹-۷1 (ب) زا دده 


اللوغاریتمات المعتادة للأساس ۱۰ : 


مثل: ۷۵ تکتب لوا ُح ۱۲۷ تکتب لو ۱۲۷ 
التحویل من الصورة اللوغاريتمية إلى الصورة الأسية: 
لگا لو ۸۱-؛ تکافیم ۸۱*۳ 
۳ 
١ ١‏ 2 -۲ ۱ 
زک لو Cem‏ 2 ۲۰ تكافىئ 3 ۱ - ۹ 
8 حاول أن تحل 


2 حول من الصورة اللوغار يتمية للصورة الأسية: 


00 5 اب OE‏ 
رل لو ۳-۱۲۵ (ب) ۳ سس = -0 


٥ 


لق مثل 


() آوجد قيمة کل مما يأتي: 


© لو۰۰۱,. ابا لو ۳۳۶ 
۳ 

@ الحل 
(1) بوضع ص -لو ۰۰۰۱ 

بالتحويل إلى الصورة الأسية: 

ص 
کا 
۰ء (یٰ)؟ وضع العدد بالصورة الأسية 


= 04 
ا نے غراس الایس 
ص --” لذلك فان لو ۰,۰۰۱--۲ 


3 حاول أن تحل 
© آوجد قيمة کل من: ® لو ۱-..۰,. 


کتاب الطالب - الفصل الدرا 


ابا ۲۵ - ۲۵ تکافیع لو ۲-۲۵ 
٥‏ 
رد( ٠ک‏ بی تکافی لو ہے - -۲ 
۱۰ 
۰۳9 ^ ©" ` 
س ن 1o‏ ہے ۱۳۵ 
(ج) لو ۷-۱۲۸ تکافۍ ‏ ۱۲۸-۲۲ 
N‏ 
(د) ٣‏ تکا ٤‏ 
د E‏ کاف ء ۳ 
ت و۷ فئ ۱ - ۲۷ 
© و ۱-. گا لو ۳-۱۰۰۰ 
3 


حساب قيمة لوغاريتم عدد لأساس معلوم 


ا بوضع ص = لو ۲۷ 
۲ 5 


۳ص ب ۶۳ من خواص الأسس 
کس 
له سس 
ا ۱ ۳ 
لذا فإن 0 NY‏ 
(© لو ۱۲۸ 


الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعلیمی 


فی دنر 
(۲) آوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الاتية: 
82 لو (۲س ١-)0-‏ 5 لو (س + ۲) - ۲ 
۳ 


س 


© الحل 
۵7 7 الي سان روه موه أي س > 2 (مجال تعريف المتغير) 
مس سمیں سس 


.'. ۳ ٢س‏ - 0 . ۲ س -م 
.س ےت .. مجموعة الحل هي )٤(‏ 
5 س + ۲ 3 صفر : س > ۳2 
(ب) المعادلة معرفة لقيم س التي تحقق | س > صفر أي ! س > صفر 
س كو ۱ س ١2‏ 


ي ]صفر»[ - (۱) (مجال تعریف المتغیر) 
وبتحویل المعادلة للصورة الأسية المکافتة 


۰ 7 ۲ ۰ 
.. س" = س +۲ .. س -س - ۲= صفر 
.. (س -۲) (س )١+‏ = صفر “. س۲ أو س --۱ 
س - -۱ 2 مجال تعریف المتغير و مجموعة الحل = (۲) 
8 حاول أن تحل 
>4 أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الآتية: 
۸۱ ات 
۵ تعلم ۱ 
التمثيل البياني للدالة اللوغاريتمية: Graphical Representation of the Logarithmic Function‏ 


تمثل الدالة د حيث د(س) دلو س حيث آ۶ ١‏ ببابًا کما فی الأشكال الآتية: 
: 


د(ش) 


المحال: م* 

المد ع 

التقاطع مع محور س: (١ء ٠‏ 
الاطراد: تزايدية م* 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


>ے"ےەےےے شش شش شس 


المجال: ع* 

المدى: م 

التقاطع مع محور س: ( ۰( 
الاطراد: تناقصية على مجالها ع* 


یه عل كك استنتاج العلاقة بين منحنی الدالة الأسیة ومنحنی الدالة اللوغاريتمية وضح ذلك. 


ف مل 


(۳) مثل الدوال الآتية بیان 
رل د(س) -لو س () د(س) - لو س 
9 الحل 
ھا لاحظ آن: الأساس ۲ > ۱ © لاحظ آن: الأساس: ۰ < + < ۱ 
2 
7 


استخدام الآلة الحاسية: 
يمكن استخدام الآلة الحاسبة لإيجاد اللوغاريتمات على النحو الاتی: 
)١‏ لایجاد لو ٤‏ نتبع تسلسل المفاتيح الآنية: کس © ۲ 0 O‏ ۲۲ 
۲( لإيجاد لو ۳۸ نتبع تسلسا المفاتيح الآتية: 7 ([3()8()2)(ه1) 
1 
استخدم الآلة الحاسبة لإيجاد قيمة كل من: 
لا لو ۱۲ (ج) لو ۲ (ب) لو © لو ۱۲۸ 
۳ ۳ ۳۷ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


¥ تماين)-م‎ E 


() عبر عن كل مما يأتي بصورة مكافئة: 


® ودای (ب) ) = (ج) وصفر - ۱ © T۷‏ =: 
( عبر عن كل مما يأتي بصورة أسية مكافئة: 
8 لو ۲-۱۰۰ (© لو ۲۷۶ - 3 6 لو ۱-صفر © لو ۶-۱۲۱ 
NV ۷ ۲‏ 
(۴) عیّن مجال الدالة د في کل مما يأتي: 
® د(س) = لو (۲س+۱) © د(س) د ٢‏ لوس زج د(س) - لو | (س-۲) 
7 6ین 


0 بدون استخدام الحاسبة أوجد قيمة كل من 


ھا لو ۱ (ب) لو ه © ر ۱ © لو ۳۱۷۲ 
o 0‏ ۸ ۳ 
(0) آوجد في ع مجموعة حل کل من المعادلات الاتية: 
@ لو ۲۷ -س+ ۲ © نو (٢س‏ + ۲) = ۲ © لو (۲س +۱) صفر 
.د لو (لو س) ١-‏ وا [۱۲+لو (س-)]- ۲‏ 8 لو (۲-۳۵)عس 
2" مثل بیان كل من الدوال الآتية: 
"1 د(س) - لو س ا د(س) - لو (س:۱) 
۱ ۱ ۷ ۱ : ۱ ۳ 
سس ۰ | ۲ ۱ ۲ | وہ ۰ سس ١‏ 
د(س) 


0 ارسم في شکل واحد منحنی کل من الدالتین رء د حيث ر(س) = لو س, د(س) -1 - سء ثم استخدم ذلك في 
7 ۲ 
إيجاد مجموعة حل المعادلة لو س -"-س. 
۲ 
اختر الاجاية الصحيحة من بين الإجابات المعطاق: 
(4) إذا کان لو س = ۲ فان س = 2200000005 
رل زب ۸ (ج) ۳ اده 


(۹) إذا كان لو 4-13 فان | د TS‏ 
| 


6 ردم اب ۲ اج ۲-۲ 0 
و6 لو ۱۲۰- تہ 
0 
0۵ بجع زب ۳ (ج) ه TIO‏ 
كتاب الرياضيات البحثة. = علمى - الصف الثانئ القافوئ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


ا 


۱0 (ب) ۲ © ۳ گا -۲ 
© الشكل المقابل يمثل الدالة 09۶" 

۱ TEE ۱ ۱ 

للاص دم (ب) ص ۳ 


(©) ص-لو(-س) ‏ (8) ص-لو (۲-س) 
۳ 
© آوجد قيمة س فى كل مما يأتى وتحقق من الناتح باستخدام الآلة الحاسبة: 
سے سے E ١‏ 
09 لو ۸۱ 92 0 9 لو ۲:۲ 


۷۷ 


© آوجد قيمة کل مما یأتی وتحقق من الناتح باستخدام الآلة الحاسبة: 

لو ہے 9 لو (۲س-)-۰ 68 لو (س + -۲ 
2 2 5 سس 
.دا لو لو لوس=. © لو (سلج) -۱ © لو |۲س + !| ١-‏ 


۷۵ الربط بالتعلیم: إذا كانت العلاقة بين درجات تذکر آحد الطلاب بالمعلومات التي درسها في الصف الأول 
الثانوي وعدد الاشهر (له) التي تبداً من نهاية تدريس الصف هي: دزله) = ۷۰ 21 (ںہ + ۱) 
فأوجد درجات هذا الطالب: 


ار فاد تدر س الصف الأول الاق ود 
ثانيًا: بعد مرور ۷ آشهر من تدريس الصف الأول الثانوى. 


0 تطبیقات فی 27 بی مدی احتفاظ الطلبة لما تم ات في أحد المواد یعاد جو من ھ إلى 
الأشهر بعد اكتمال لدراسته 07 درجة الطالب (نسة 3 أوجد. 
() درجة الطالب فى أول امتحان لهذه المادة. 
© درجة الطالب بعد مرور ۳ آشهر من دراسته لهذه المادة. 
ج( درحة الطالب بعد مرور عام کامل من دراسته لهذه المادة. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


2 رھ 
Some Properties of Logarithms 1 ۲‏ 


4 استخدام بعض خواص 


اللوغاریتمات. باستخدام الحاسبة أوجد قيمة كل من 

» حل المعادلات اللوغاريتمية. 

4 استخدام الحاسبة في حل )١‏ (لو ٤‏ + لو ۸)ء لو ۳۲ ۲( (لو.ء + لوخ) » لو١٠٠‏ 
العادلات الأسية. ۲ 1 ۲ 

تطبیقات حياتية ۳ (لو ۲۷ - لو ۹)ء لو ۳ ماذا تستنت 

» تطبيقات حياتية على 0 0" تستنتح مما 


۰ © سم ) 


Some Properties of Logarithms بعض خواص اٹلوغاریتمات‎ 


ل المصطلحات الأساسية 
4 معادلة لوغاريتمية. 
Logarithmic Equations‏ 
4 مقياس ریختر. 
Richter Scale‏ 


لو س ص = لو س + لو ص حيث س» ص 3 ع 
لإثبات صحة هذه الخاصية: 
رر سج صن 


ومن تعريف اللوغاريتمات فإن: 


لگا الادوات المستخدمة س-1" ۰ ص -| 


70 عليية فتكون سن نک | ب نی سے ےت 
۹ حاسب آلى مزود ببرامج 3 
سخ وبتحویل هذه الصورة إلى الصورة اللوغاريتمية تکون: لو س ص <ب + ج 


وبالتعویض عن قيمتي ب. ج تکون لو س ص وی وس 
9 مثال 


)١(‏ أوجد قيمة لو ۰ في أبسط صورة ذا كان لو <٥‏ ۲۲۱۹ ,۲ ثم تحقق من الناتج 
باستخدام الآلة الحاسبة. 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيعناء التعايعى 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 
موقع الاکتور محمد رزق معام الكندناء التعلیمی 


@ الحل 
کچ و 


۲ ۲ 
٢,۳۲۱۹ =‏ < ۳,۳۲۱۹ باستخدام الخاصية (١))ء‏ بالتعويض عن لو 5 ۲,۳۲۱۹ 
۴ 


التحقيق باستخدام الآلة الحاسبة: 
5 | =) )00 ینتا 
8 حاول أن تحل 


() آوجد قيمة لو ٠١‏ في أبسط صورة إذا كان لو ه = ۱,۶۲0 ثم تحقق من الناتج باستخدام الآلة الحاسبة. 


لوح - لو س - لو ص حیث سس» ص 5 جع (حاول أن تثبت صحة العلاقة) 
مثال 


© آوجد قيمة المقدار: لو۳۰ - لو۳. 


© الحل 
لو.۳ - لو" - لو = لو ۱-۱۰ 
8 حاول آن تحل 


0 آثبت باستخدام خاصية القسمة في اللوغاریتمات آن: لو ۱-۲ - لوه 


لو س = ره لو س حیث ده 3 ۶ س>. 

| | 
9 مثال 
© أوجد فى أبسط صورة لو 70۷ 2 
@ الحل (o ۳:۷ TeV)‏ 


۳ ۳ ۳ 
xX = 0 5‏ > 
لو و 


۳ 
3 


ديه 


8 حاول أن تحل 


(۳) ضع في أبسط صورة 
لو ۲۳۳۷ ۰ لو ۳5۳۶ 
۳ ۷ 


لاحظ آن: لو (س) -- لو س حیث س 3 ع' 


لو س 
إذا كانت س 3 ع, ء ص٠‏ |3 ع*- ۰۱۱ آثبت آن: وت توس 
© البرهان (لا یمتخن فيه الطالب) 
بوضع: ع = لو س 
ص 
ص -س بالتحويل إلى الصورة الأسية 
ع لوص > لو س يأخذ لوغاريتم الطرفين للأساس | 
لو س لو س 
4 - 1 ان: 2 يي کک 
فتکو € الوص 0 لک لو ص 
ق حاول أن تحل 
©) استخدم الخاصية السابقة في إیجاد قيمة كل من: 1 لو ۸ با لو ۲:۳ 
7 3 5 


تفكيرناقد: إذا كانت أ.ب 3 ع* 7 ۱ ثم استخدم ذلك لویجاد قيمة: دش 
في أبسط صورة. 
کنابه العبارات اللوغاريتمية بالصورة المختصرة: 


فی مثل 


© اختصر لأبسط صورة: 
11 ۲لوه۲+ لو( + ) + ۲لو۲- لو.۳ (ب؟) لو ٤ء‏ × لو ×٥‏ لو ۸× لو ٩‏ 
٩ ۸ ٥‏ ۷ 
@ الحل 


ص سس سے 


أ) المقدار = لو ۲۲۰ + لو + لو۲۳ - لو.۳ خاصية ه 
= لو (۲۲۵ ۲۳۲۵« ) خاصية ۳ ٤‏ 
ل 
(ب) اور ۔ ناپ ٹپ وذ افيا خاصية ٦‏ 
لوه لو۸ لوه لو“ 
لو 24 ٢لو۷‏ 
ETS 2‏ م 
63 حاول أن تحل 


0 اخضو وس لو دو 
© ابت ان ۳۶ اک ےم 
(۷) إذا کان س" + ص" = ۸س ص. أثبت أن: ٢لو(س‏ + ص) = ١‏ + لوس + لوص 
حل المعادلات اللوغاريتمية Solving Logarithmic Equations‏ 
فی مثل 
(۵) أوجد في ع مجموعة حل كل من المعادلات الاتية: 
:ا لو (س -۱)+ لو (س+١)‏ = لو ۸ @ لو س + لو ۲-۳ 
3 3 3 7 اس 
© الحل 
000 بی ٹا لکل و سس > ر س ا 
أي س > ١‏ (مجال تعريف المتغير) 


لو (س )١-‏ + لو (س+١)‏ = لو ۸ 


۳ لو ۸ خاصية‎ = )١+س(‎ )١- لو (س‎ .٠. 
۳ ۳ 
۳ = ومنها س‎ ٩-۲س‎ 6 ۸١۔ص‎ .. 


وحيث إن س - -" لا تنتمي لمجال تعريف المتغير .. مجموعة الحل -(۳) 


إب) المعادلة معرفة لكل س > صفر » س ١#‏ 
۱ 


لو س 


۳ 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 
موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعلیمی 


۲ خاصية ۷ 


ای لو س + 
۳ 


السا اد الوس اضر في ارمق 


32 (لو س)*- الو س +۱ - صفر 32 (لو س -۱)" - صفر 
7 اوس .٠.‏ س = 39 مجال تعريف المتغير 
خر ضوعة ال دا 

61 حاول أن تحل 


(۸) أوجد مجموعة حل کل من المعادلات الاتیة في ع: 
8 لو س+لو زی ھت .الل زس الیک لگا ارس لن دا 
0 0 ۳ 
حل المعاد لات الأسية باستخدام اللوغاریتمات . Solving Exponential Equations Using Logarithms‏ 
9 مثل استخدام الآلة الحاسبة فى حل العادلات اللوغاريتمية 


(5) آوجد قيمة س فى كل مما يأتى مقربًا الناتج لأقرب رقمین عشریین. 


® پس ےھ اب وس-؟ _ س س٣ا‏ 
© الحل 
(1) ۳۷ ده يأخذ اللوغاريتم للطرفين 
. لو٣‏ = لوه ۰ (س +۱) لو ۲ - لوه 
7 س +1 = أي أن: س = ج - ١‏ ار س د ۲ 


استخدام الآلة الحاسبة: 
CD )2( | 95‏ 2 90 2 رس ری © ری Cle)‏ 


(جا) وس" ے ۲ پر س يأخذ لوغاریتم للطرفين 
ار - لو( ۳« رج ی , لو ۳ بل وس 


.٠.‏ (س - ۲) لوه = لو؟+ (س +۱) لو٤‏ ۰ س لوه - ۲لوه = لو" + س لوء + لوء 


. س لوه - س لوء -لو۲+لوء+۲لوه 2 .. س (لوه -لو٤)-‏ لو۳+ لوع + الوه 


1 لو؟+ لوء + ۲لوه 
ہہ س e‏ سح 1 ,۳۵ 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


ا 


استخدم الآلة الحاسبة: 
لنالفقلنالعسنالنالعغامتعالنالٹا لسالعاليیارنالفقارس ا ی(ں ریرسں 
3 (2)( 4)( 8( -) 
4 حاول أن تحل 
© أوجد قيمة س لأقرب رقم عشري واحد في کل مما يأتي: 


9 ۷۳" - ع ۱۳ (ب) پس-۲ _ وس" 


منا 
پا ل تطبيقات على قوانين اللوغاريتمات 


© الربطبالجيولوجيل إذا كانت درجة قوة الزلزال على مقياس ريختر تحسب بالعلاقة د = لو (مػ)ء حيث 
شہ هی شدة الزلزالء ٠‏ الشدة الابتدائيةء وتعرف بالمقياس الصفرى لشدة الزلزال (أقل شدة لحركة الأرض 


بحيث لا يسجلها المقياس). 
الله أوجد على مقياس ريختر درجة الزلزال الذی شدته تعادل ١٠١‏ مرة قدره الشدة الابتدائية. 


(ب) في عام ۱۹۸۹ حدث زلزال بقوة ۷,۱ علی مقياس ريختر. احسب شدته. 


© الحل 
۶افت ش - ۱۰" شم عض 7595 ےج 
أي أن الزلزال درجته " على مقياس ريختر. 
© درجة الزلزال ۷,۱ 
۱ کل( ب شف برا فتکون شبح هم 
أي أن شدة الزلزال تعادل ۱۲٥۹۰۰۰۰‏ مرة تقريبًا قدر الشدة الابتدائية. 
[ حاول أن تحل 
602 إذا كان عدد سکان إحدى المدن ابتداء من عام ۰ يعطى بالعلاقة ع = ۹۱۰ ۷(١,۲(‏ ۰ء حيث ع عدد 
السکان » ده السنة 


0 احسب عدد سكان هذه المدينة عام ۲۰۱۵ 
١ا‏ في أي سنة يصبح عدد سکان هذه المدينة ١,١‏ مليون نسمة. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


¥ تماین۲-‎ FB 


4 


0 بدون استخدام الحاسبة أوجد قيمة 


گا لو ...۱ © لو ۲۲ 9 لو ۱۱ اد لو 6٩‏ 
۳ 3 ۷ 
© و ۰,۰۰۱ (و) لو ۲ © لو ۱ 9 لو ۷ص 
۸ 5 ص 
رکا اختضر لابسط صورة 
8 او ۲+ لوہ © لو ۱۰- لو ۳ € د 
(6 لو هلو ۲ اه لو ٥٤‏ ۲ لو۳- لو۲ © دلوم -لو؟ - لوه 
٥ ۲‏ 
© وا + لوب +لوج @ للك دب هك 
لظ اطي لو اه کت 
© علامة (/) أمام العبارة الصحيحة وعلامة (۸) أمام العبارة الخطأء حيث س » ص 3 ع اء ب 3 ع* - (1]: 
8 لو (س+ص)-لوس+ لوص ( ١)‏ 69 لو (س+ص) د لو س “لوص 00 
(ج) لو (س ص) = لو س + لو ص ) ) (د) لواس” = هلوس 63 
5 ۱ لوس لوس 
هالو ۱ سسد) - + 1 نے ل تب 
و (س) لو س لو ص 2 تو ص ) ) 
اذا إذا کان س < صفر فان لو س؛ = لو س من 
۱ ۱ 


(ك) إذا كان لو۲ = س“ لو٣-‏ ص أوجد بدلالة سء ص کل من: لوا ء لو ۱۲ 
(0) أوجد قیمة س فى کل مما يأنى مقربًا الناتج لرقمین عشر یین. 

() ۷ ۳ © ۳-۳-۳۷ ۰ © ع ب © من دس -..۱س 
© آوجد فى ع مجموعة حل کل من المعادلات الانیة: 


(1) لو س- ١-لو‏ (س -۲) © لو (س +٦)۔٢‏ لو س © لو (س +۸) - لو (س -۱) <۱ 


(5) (لوس)"- لوس"-5 202 (ها (لوس)"- لوس' 9 + وس ۲و" 
كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


و 


® لو س - لو ۳ 3( لو س+لو ٢۔٢‏ 82 لو (۶-۳۲)+س -۵ صفر 
۳ س ۲ س ۲ 
(۷) استخدم الحاسبة فى إيجاد قيمة كل من: 
٦‏ ۶ > حص aE‏ 
6 ب) لو © ۲ © "° 
9 لو ۳,۱۰ 59 ۲ 5 ۵9 ۲ لوه ۳ لو ۷ 58 ۲٥٢٢۷‏ 


ری لکتشف الشطل قامت کل من آميرة و إسراء بحل السوّال اختصر: لو س۲+ لو ضر - لو س ص" 


المقدار ٣‏ لو س٤٥‏ لو ص ؟ لوس ص رت ےت لاما 
-۲ لوس ٤+‏ لو ص - ؟ (لوس + لو ص) 0*0" 
۶ طاو ص5 او ض 9 
= لو س + ۲ لو ص 


= ۲ لو س ص 


- ۲ (لو س + لو ص) 


أى الحلین هو الصواب؟ لماذا؟ 
© تفکیرایداعی: بدون استخدام الحاسبة آوجد قيمة: 
لو (ظا ۱") + لو (ظا ٢ٴ)‏ + لو (ظا ۳ ) + مات + لو (ظا ۰۸۹) 


لزید من التمارین قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعليم. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعايمى 


Ê‏ مقدمة ة الوحدة 


. ظهرت أولى أفكار حساب التفاضل والتكامل في أعمال الرياضي الإغريقي أرشميدس ۸-6065 ء الذي قام بوضع العديد من القوانين 
۱ في الهندسة مثل: حجم ومساحة سطح الكرةء مستخدمًا في ذلك طرقا كانت بداية لتلك الطرق المستخدمة في التکامل» وفي القرنین السادس 
" عشر والسابع عشر المیلادیین شغل العدید من علماء الریاضیات بمسائل تتطلب حساب التفاضل حتی قام کل من الانجليزي نیوتن ۷6۱۷۲07 
١‏ والالماني لایبینز 16100162 کل على حدة باکتشاف النظرية الأساسية للتفاضل والتکامل. 

" والتفاضل والتکامل أو الحسبان 02100105 هو آحد فروع الریاضیات التی تدرس النهایات والاشتقاق والتکامل والمتسلسلات اللانهائية وهو 
" علم يستخدم لدراسة التغیر في الدالة وتحلیلها ویدخل علم التفاضل والتکامل في العدید من التطبیقات في الهندسة والعلوم المختلفة حیث 
كثيرًا ما یحتاج لدراسة سلوك الدالة والتغیر فیها وحل المشاکل التي یعجز علم الجبر عن حلها بسهولة. 


ہو سو Ce‏ 


بعد دراسة هذه الوحدة وتنفیذ ما فيها من أنشطة يتوقع من الطالب أن: 


تحرف بعض الکمیات غ المعنية مثل: 4 يستخدم الحاسبات البيانية للتحقق من صحة نهاية دالة 
كد کے ہی تک ری وتقدیر قيمة النهاية . 
8 1 کر ا للدالة عند نقعطة 
E rc 1‏ يختلف حولها تعريف الدالة. 
ر لمات اك » تالقسمة | لق اا 
کک مرن بالتحلیل ۰ لمطو بالضرب 1 یتعرف مفهوم اتصال الدالة: 

فق. 

اتصال دالة عند نقطة - اتصال دالة على فترة - إعادة تعرية 

٣‏ "۶" ھ "" چا مار د دن إن ۱ ۱ ٠‏ ا 

يستنتج نهاية دالة مستخدگًا إلقانون نا سذ - اذ _ ن إن.م © يتعرف تطبيقات (تمارین وأنشطة) متنوعة على المفاهيم 

+7٢7 ۱‏ واتصالها: 


یو جد نهاية دالة عند اللانهاية. 


۸ کت الا اسان اه ی ات کے کے 


5 کمیة غير معينة Unspecified Quantity‏ 2 دالة كثيرة الحدود Polynomial Function‏ 
م 2 غير معرف Undefined‏ 2 نهاية الدالة عند اللانهاية Limit of a Function at Infinity‏ 
( 2 نهاية یمنی Right Limit‏ 2 دالة مثلثية Trigonometric Function‏ 
( 
2 نهاية يسرى Left Limit‏ > نهاية دالة مثلثية Limit of a Trigonometric Function‏ 
۰ < نهايةدالة Limit of a Function‏ 5 اتصال دالة Continuity of a Function‏ 
( 
م 2 تعویض مباشر Direct Substitution‏ 
۱ 
۱ و کی 
ر الدرس (۳ - ۱): مقدمة فى النهایات. آلة حاسبة - حاسب آلی - برامج رسومية 
0 الدرس (۲-۳):ایجاد نهاية الدالة جبریا. ۱ 
الدرس (۲ - ۳): نهاية دالة عند اللا نهاية. سو کے مو وہ تھے چو وو کی AAG‏ 
الدرس (۲ - 5): نهايات الدوال المثلثية. 
٠‏ الذرمن (۳ - ۵) : بحث وجود نهاية للدالة عند نقطة. 
/ الدرس (” -1): الاتصال. 
5 َه 1 ۱ مه + و || 1 حدة 
سح سح 
اة 
١‏ 
) 
مقدمة فى النهايات اتصال الدالة اتصال الدالة 
9 عند نقطة على فترة 


نهاية دالة عند 
اللانهاية 


موقع اقدکتور محعد رزق معلم یرہ التعليسي ‏ 


نهاية الدوال 
ال ۹ 7 


بحث وجود 
نهاية للدالة 


Introduction to Limits of Functions ١ ۱ 


] سد يعتبر مفهوم نهاية دالة عند نقطة من المفاهیم الأساسية في علم التفاضل. وفي هذه 
4 الکمیات غير العينة. الوحدة سوف نتعرف على مفهوم نهاية الدالة من الناحية 
7+" 00 تذکر ان 
الا البيانية والجبرية. ولكن قبل ذلك دعنا نتعرف على أنواع 
الكميات فى مجموعة الأعداد الحقيقية. ٦پ‏ لت 
5 غير محدودة اکبر من أى عدد 


أوجد ناتج العمليات الآتية إن أمكنك ذلك: 0 
۹-٤ ۶ + ۸ ۳‏ 
42 5 رك 9 محموعة الأعداد الحقيقية 


ات 
كمية غير معينة 0 00 + مه 0 0 - 00 حيشح -[-166 لاح لا(00) 
Unspecified Quantities‏ 


خر ضرف 7 الكميات غير المعيتك: Unspecified Quantities‏ 
4 مجموعة الأعداد ا حقیقیة المتدة 29 © تفلم ) 
Extended Real Numbers‏ ۳0 تعلم 
4 نبایة یمنی ييه فى بند (فكر وناقش) نجد أن بعض نواتج | لعمليات محدد تماما مثل رقم ١ء‏ ا 
۹ نہایة يسرى Left Limit‏ ۲ 5 5 5 5 
نما بعض النواتح لایمکه ها مثل باقی العمليات. 
4 قيمة دالة Value of a Function‏ بهدما 1 5 ۳ 9 7 سو رت مثل 1 شی تا 
لاحظ أن: ۷+ ۰ غير معرفة حيث أن القسمة على صفر لامعنى لها. 
والآن لا يمكن تحديد ناتج العملية ٠ + ٠‏ 
حيث يوجد عدد لا نهائى من الأعداد إذا ضرب کل منها فى صفر كان الناتح صفرّاء 
لذلك فإن -:- كمية غير معينةء ومن الكميات غير المعينة آیضا: 


الگا الادوات المستخدمة گے مه-ممهع .× (لماذا؟) 


4 آلة حاسبة علمية. 5 


سب ت۰۳ »+ 


تجرى العمليات الحسابية على مجموعة الأعداد الحقيقية والرمزين ۰00 - © كالآتى: 
لکل ادع فإن: 


o - =| +oo- = هه‎ Î +00 - ١ 


Limit of a Function اية دالة‎ 4 


<S ۲‏ و اس © لا کان ۱ د 


5 ۰ ادا کان اهر ۰ اداکان | > 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


دی دار 


(۱) آوجد ناتج العملیات الاتية فى مجموعة الأعداد الحقيقية الممتدة إذا كان ذلك ممکن 


£+ (ب) ۳- هه (ج) . +۳ (۵) - و + . 
(ھ) مه +مه (و) .+ . إذاه»امه احا ير _مه 
© الحل 
® م اب مم © . (3) غير معرفة 
ها مه 6 کی غير معينة © مه احا مه 
1 حاول أن تحل 


EO‏ ناتج العمليات الآنية فى مجموعة الأعداد الحقيقية الممتدة إذا كان ذلك ممکتا 
زه (- ۷« هه (و) (- هه) + ۱۲ 49 0 + مه احا ۵ + 
نهاية دالة عند نقطك : 


ادرس قيم الدالة د حيث د (س) = ۲س + ١‏ عندما تقترب س من ؟ من خلال بيانات الجدول 


۹۸ ۱,۹۹ 0,۲ ۷ 

۶۰۹۹۸ ۱,۹۹ 5 ۲۰٣۷ 

وا ۰۲+[ 0+0" ۸ءء 
۲ درم ) هه سں ے0 در رم 


نلاحظ من النشاط السابق آن: 

عندما تقترب س من اليمين ومن اليسار من العدد (۲) فان د(س) تقترب من العدد (۵) 

ای أن د(۱۳) = د(۳) = ٥‏ ونعبر عن ذلك رياضيًا كالآتى: نبا (۲ س +۱) = ۵ والتمثيل البیانی للدالة يوضح ذلك: 
8 س > ۲ 


0 إذا كانت قيمة الدالة د تقترب من قيمة وحيدة ل » عندما تقترب س من | من جهتى اليمين والیسارء فان نهاية 
د(س) تساوى ل وتكتب رمزيًا: د(س) = ل 
بت 


ورا نهاية د(س) عندما تقترب س من | تساوی ل 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


منا 
ات بث تقدير النهاية (النهاية تساوى قيمة الدالة ) 
© قدر نب (۲-۲س) بیان وعدديًا 
سے ۲ 


© الحل 
بيانيًا: تمثل الدالة الخطية: ص - ۲ - ۳س بیانیّا كما بالشکل المقابل: 


عندما س > ۲ فان د(س) > -۶ 
أى آن: نب (۲-۲س)-- 
من ۳ 
عدديًا: نکون جدولاً لقيم د(س) وذلك باختیار قيم س تکون قريبة من 
العدد ۲ من جهة اليمين وجهة الیسار کالاتی: 
7 ا كك N N N a‏ 


"0ٰ "+ ) ۹9۹۹۹۹۷۹ 1+ ESTEE د(س)‎ 


> يبين الجدول أنه كلما س اقترب من العدد ۲ من الیمین أو اليسار فان قیم د(س) تقترب من العدد ٤٠‏ 


8 حاول أن تحل 
(۲) قدر نهاية كل ممايأتى بیانیًا وعدديًا. 
8 نب (۲-۱س) (ب) نبا (س۲-۲) 
سے٢‏ کا ۲ 


9 "ذال تقدير النهاية (النهاية لاتساوى قيمة الدالة) 
O‏ قدر نبا سا-٤‏ بياننًا وعددیا. 
س ‏ ۲ س-۲ " * 


© الحل 
٦ 5 8 ۳ 5 8 7‏ ۲ 
بيانيا: يبين الشکل المقابل التمثیل البياني للدالة د حیث: د(س) = س 


وو یب و اہ تپ 
لذلك فإن: نبا 3 - ۶ 


سے ۲ س - ۲ 
عددیا: نکون جدولاً لقیم د(س) » وذلك باختیار قیم س القريبة من العدد ۲ 
سس أو از از 1+ ۶۰۰۰۹۹ 


۲۳ | الكل | ۱۰۳ | ان‎ ( | ET SOS 


> يبين الجدول أنه كلما اقتربت س من العدد ۲ من اليمين أو الیسار فان قیم د(س) تقترب من العدد ۶. 
لاحظ من هذا المتال آن: 
۱ الفجوة في الشکل البياني تعني حالة من حالات عدم التعيين -- عندما س - ۲ 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعایمی 


۲ وجود نهاية للدالة عندماس +۲ لاتعنى بالضرورة أن تكون الدالة معرفة عند س ۲ حيث إن س دع -(۲) 
وهذه الملاحظة توضح مفهومًا مهما فى النهايات. 

ق حاول أن تحل 

0 قدر نهاية كل ممایأتی بيانيًا وعد 


و 


استخدام التكنولوجيا في إيجاد نهاية دالة عند نقطة (الحاسبة البيانية) 

استخدم الحاسبة الببانية في رسم منحنى الدالة دہ ثم قدر نهاية الدالة عند النقطة المبينة: 
(١‏ سی یحم 

۲ د(س) - كت 


۳( د(س) - در عند س سے صفر 


يمكن استخدام الحاسبة البيانية أو أحد البرامج ج الر سومية مثل (660960/0) 
في الحاسب الآلى أو فى التابلت لرسم منحنى الدالة كالآتى: 


۱( باستخدام الحاسبة البيانية نمثل منحنى الدالةد حيث: د(س) = س۳ 
من الرسم نبا د(س) - صفر 
من 


۲( باستخدام الحاسبة البيانية نمثل منحنى الدالة د حيث 


د(س) =( )۲ 
من الرسم نبا د(س) ١‏ 
(لاحظ الفحوة عند النقطة (۱ 6 


۳( باستخدام الحاسبة البيانية نمثل منحنى الدالة د حيث: ص 
۳ 
حا 
د(س) < سس ۲ 
سن 
الرسم نجد أن نبا ل ے س 
میں الرسم د و 1 


نستنتج من النشاط السابق آن: 
إن وجود نهاية الدالة عندما سس | لا يعنى بالضرورة أن تکون الدالة معرفة عند س - | 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


ےر 


تفكيرناقد: إذا كانت الدالة د معرفة عند س | فهل هذا يعنى وجود النهاية عند | فسر إجابتك. 
تدريبيعلي النشاط: باستخدام الحاسبة البيانية أو بأحد البرامج و الما لحاسب النايلك قد ر كله مما يأتى: 
® س © نبا س"+۸ © نب جاس 


ت 


س ی ۳۰ سے. س 


0# نمین۱۳ 3 
ڑکا قدر نهاية کل من الدوال الاتية سدس سس ۱ 


© قدر نهاية كل من الدوال الآتية عند النقطة المبينة: 


رل 


© 8 ۱ 5 
3 لرسم البيانى المقابل أوجد 
8 نبا ۱ 
سج د(س) 
زج د( 


© من الرسم البیانی المقابل آوجد: 
رآ نپباد(س) ۱ 


سے -۲ 


د( ۲) 
© نیا د(س) 


٠ س‎ 


(€) 


(د) د(۰) 
٠ 0‏ الک 1 
9 نب (۲-س) 


۰  س‎ 


© د(.) 


1 


(۷) من الشکل البيانى المقابل ا 
۳ بل اوجد: 
8 با + افك 


ريع س 
زج د(- ۲) 


(i )‏ 5 ۱ ۱ 
3 نبا د س) 


© 5 5 شن چا ٭ 
0 ۵ ) ر 
5-2 نبا د(س) 


۲  س‎ 


کتاب الطالب - الة 


۲ ۲ LU ه56‎ 


(8) أكمل الجدول الآني واستنتج نبا د(س) حيث د(س) - ه س + 6 
عل 


و ۵4 ۱,۹۹٩‏ | سس 
د(س) 

( أكمل الجدول الآتي واستنتج ع فسا ( س 

سا 

- دكيه | a‏ | ا كم 
02" 

9 أكمل الجدول الاتي واستنتج وص 0 

1 77 ی | | حم 
0 

9 أكمل الجدول الآتي واستنتج مو جج 2 

۱۹ سح | 12499 | . 
د(س) 


۱ 87 ہبہ ہت ۲۱ 
3 جب ا ادرا دارا ار 
5 || ہہ ۹ ۰ ١‏ 
١١| 00 7 ۲‏ | 21 


©9 باستخدام الحاسبة البيانية أو أحد البرامج الرسومية قدر نهاية كل ممایًتی ثم حقق !جابتك باستخدام القیم 
الارشادية. 


ب نبا (س۲-ع) 
س۱۰ 

۸+ ٢٦س‎ (٩۵ 

| موس سػ“''۔٢‏ 

© نبا جاس-س 
بے س 

١ 2 

6 ر 1سا 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


Finding the Limit of a Function Algebraically 


تعلمت كيفية تعيين نهاية دالة عند س - | بيانيا أو عددیا عن طريق دراسة قيم الدالة 
بالقرب من س =| وفيما يلي بعض النظريات والنتائج التي تساعد في إيجاد نهاية دالة 
دون اللجوء إلى الرسم البياني أو دراسة قیم الدالة. 


ریا نشاط 
استخدم أحد برامج الحاسوب الرسومية فى رسم الشکل البيانى لكل من الدالتين: 


2 ىم 
ابو ده د,(س) = س +۱ 


ماذا تلاحظ؟ 

أوجد: نبا ,(س) ۰ بوچ د,(س) 

ماذا تستنتج؟ 

0 تعلم ۱ 

Limit of a Polynomial Function نهاية الدالة کثیر 5 الجدود‎ 


> إذا كانت د(س) كثيرة حدود أ 3 2 


فان: نس د(س) 85 د(ا) 


س | 
ظ 220 
۵ ۳ . ابتعويض امباشر ۱ ۱ 
(۱) آوجد نهاية كل من الدوال الآنية: سر 
8 نبا (س۲-۰س +۰) 7ھ 
۹ اا رك 
0 کی حیث: ن 3ط ‏ ار صفر 
وی كاله الى 23 
8 نبا (س۲-۲س + ه) 
۲٠٠-٠"‏ (بالتعویض المباشر) 
چا نب( لاحظأن د(س)-- ثبتة لكل قیم س دع 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


سوف تتعلم 3 
4 نهاية الدالة كثيرة الحدود. 

4 بعض نظريات النهايات. 

4 استخدام القسمة المطولة فى إيجاد 
قيمة نهاية دالة. 
4 استخدام النظرية 


س۔]. ع 


المصطلحات الأساسية لو 
4 نہایة دالة 
4 دالة كثيرة الحدود 


Polynomial Function 


Limit of a Function 


4 تعويض مباشر 
Direct Substitution‏ 
۾ تحليل 
Factorization‏ 
4 قسمة تركيبية Synthetic Division‏ 


Conjugate المرافق‎ 4 


الأدوات المستخدمة 5 


4 آلة حاسبة علمية. 


4 برامج رسومية للحاسوب. 


8 حاول أن تحل 


و آوجد کلاس النهابات الآنبة: 
8 نب (۲س-۰) @ نب۲(۱س۲+س-ع) 6# نبا( 
سے٣‏ سے -۲ سے -۲ 
3 إذا كان نبباد(س)-ل 2 نہسا وہ(س)۔م 
١‏ سے سے٢‏ 
فإن: 
(١‏ بی جو حيث ك 3 م ۲( ہی لم 
کت > ”م 
۳( 3 د .ی =ل. (٤‏ 0 د(س) _ ل شط م عد . 
(س). ف (س) = لم دلت بشرط م 


٥‏ نبا (د(س))ذ - لن حد لد 3 ع 
س | 


يم م 


سال استخدام النظرية 


© آوجد كلا من النهایات الآتية: 
(i)‏ اكد انل إب) شيا زا ی ۳ ) 
بين وا شن ۲ ٥‏ ی :۷ 
© الحل . 
نہسا (٣س‏ +۷) 
0 نبا اس۷۶ _ . س٠‏ >ˆ E‏ 
سے س٢۲+۶س۔ہ‏ نہسا(سص'+۲س۔) ۲0اه ۳ 5 
سو > = 
= = - - سس 5 سس 
سب o‏ الا Vs 7۳-۲۲ ٣۔٢ )۴(۷ TE‏ 
سے ۴ 
لا حاول أن تحل 
(۲) احسب النهايات الاتية: 
9 نبا س ۲۰ 9 وا وریہ 
سے اس۴ س-+-۲ 


ایجاد نهاية الدالة عند حالات عدم التعیین 
لايمكن ایجاد نبا د(س) حيث د(س) = می ہی ا باستخدام التعویض المباشر 
سے٠‏ 


حيث نصل إلى إحدى حالات عدم التعين » ویبین الشکل المقابل 


التمثيل البياني للدالة د حيث نجد أن نبا د(س) ت 
س ۱ 


وعد سي له اد وا هار او امن الا كير الصغرية ك لدا 


ف (س) = س +۲ حيث وہ (س) = د(س) لجميع قيم س 3ے .]١[-‏ 


> إذا كانت د(س) = (س) لكل س < ع -(1] 


وكانت a‏ یہ(س)ل فان 
کے 


فق دار 


۳ Cg 


استخدام التحلیل 


0 استخدم التحلیل لایجاد النهایات الآتية: 
(ب) ٠‏ ۱ س٢‏ ۔ ۲س۲ + ۱ 


٠۔٢س‎ 8 ES 
ا تاس‎ 
۱ س‎ 


© الحل 


1 نلاحظ أن د(س) - کے 
سل 


بالتحلیل والقسمة على العوامل المتشابهة غير الصفرية فانه یمکن کتابة 


د(س) على الصورة. 


ے٣‎ 


د _ سلا (س"+س +۱) 


(مسسل) 


۴ 
بی ع من ۳5 


غير معينة عند س - ١‏ 


= س۲ + س +2۱ 9ه(س) 


من ذلك نجد إن د(س) = وم(س) لكل س عو ۱ 


وحيث أن نبا وم(س) -۳ 


س ۱۰ 


فانه طبقًا للنظریة ۳ نستنتج أن نبا د(س) -؟ 
س ۱ 


ٹک سا ۱-۳ _ ےم 
س۱ بت 
۶-9 الكسية المطوفة 


نبادرس)-ل 


() نجد أن دالة البسط د(س) = ٠‏ وذلك بالتعویض عن س = 2١‏ كذلك دالة المقام فى عملية القسمة المطولة 
ی,(س) = ۰ بالتعويض أيضًا عن س ١‏ وهذا يعني أن العامل (س - )١‏ مشترك في 
كل من البسط والمقام ونظرًا لصعوبة تحليل دالة البسط إلى عوامل أحدها (س -۱) 


نستخدم القسمة المطولة لنوجد العامل الآخر للمقدار س٣-٢س ٠+۶‏ كالاتي: 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


(۱)نرتب حدود كل من 
المقسوم والمقسوم عليه 
ترتيبًا تصاعديًا أو تنازليًا 
بنفس الطريقة. 

(۲) نقسم الحد الأول من 
المقسوم على الحد الأول 
من المقسوم عليه ونکتب 
ناتج القسمة. 

(۳) نضرب ناتج القسمة فی 
المقسوم عليه ويطرح 
الناتج من المقسوم 


للحصول على الباقى. 
)٤(‏ نستمر بنفس الطریقة حتی 
الانتهاء من عملية القسمة. 


يمكن استخدام طريقة ميسطة لإجراء عملية القسمة 


تسمى طريقة القسمة التركيبية 
نستخدم فى هذه الطريقة معاملات كثيرات الحدود كما يلى: 
خطوقا: نكتب معاملات | لمقسوم مرتبه تنازليًا وتساوی 


سةميق١‎ | ١ . 0 ۲- 1١ +  تالماعملا‎ 


المقسوم عليه بالصفر للحصول على قيمةس كما بالشكل: 
خطوقا: اترك أول معامل ثم أضرب المعامل الأول في قيمة س واكتب الناتج م سے 
أسفل المعامل الثانى ثم اجمع. 


خطوق از كرر عملیتی الضرب والجمع. ۱ 
نجد أن معاملات خارج القسمة هى: ۱-۰۱-۰۱ على الترتيب لذلك فإن خارج E‏ 
القسمة هو س" - س - ١ 7 ١ ١‏ 

أى أن: س۲- ۲س؟+ ١‏ = (س -۱) (س۲ - س - ۱) 


ازاف یئات که اا س مس نا 5 لظ لاش ها 


سے۱ ۱۱۵۵ ۵ ۱۳ سرا س ا 
61 حاول أن تحل 
(5) أوجد: 
© نبا ے*+٭_ (© نا ۰۳۲ _ 
1 0 نو ۽ س۲-س-۱۲ 
سے سے 
6 . س٣‏ - س۲- وس ٦+‏ (۵) و س؟- ١١س‏ ۳ 
لج اش نت ا ا ا 
سے٢‏ س س ۲ 4 س 
9 مثال 0909 ۱ 
للف استخدام المرافق Conjugate‏ 
©) أوجد النهايات الاتية: 
® نب ٠س‏ در © نب س هس 
سے٤‏ من نج سے٥‏ ۷س +۶ -۲ 
© الحل 
1 لاحظ أن: د (س) - س الك ک2 موي حيس به 
۱ ۷س - ۱-۲ ,ماس -۳ +۱ ١‏ بن 7 ١‏ 
سے٤‏ من ا غ ۷س ١+ ٣-‏ سے٤‏ (س - ۷()۶ س ۲ +۱) 
(س - ۶) 
بسع (س ٤٤)(١س‏ ۲ ۱۳۳ 
۲ ۱ ۱ 
1 سے٤‏ اس -۳ +۱ ۲ 


موقم تدکتور محعد رزق مهلم الكتفياء تسم 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


@ : س" سا س" - ٥س‏ د مت 


1 س(س - ه) (ماس +ع  )۳+‏ , س +ع +۲) 
لے س ۲ ۶ -1 و r‏ 
= نہسا س(١ٴس ٣٦٤‏ +۶٣)۔٥٠(۳+٣)۔۳‏ 
سے٥‏ 
ق حاول أن تحل 
() آوجد النهايات الآتية: 
00" نے ۵ ۳ (ب) ز کے 
إذا كانت الدالة د على الصورة د (س) - س فإن E‏ 
بت د 
YE‏ 
7 نشاط 


استعن بمعلمك للبحث فى الشبكة العنکبوتية (الانترنت) عن طرق برهان النظرية .)٤(‏ 


مثا 
2 مال إيجاد نهاية دالة عند نقطة باستخدام نظرية (۶) 
3 


(۵) آوجد نب “ لد 
۳ 


ببس -۲ 
©> الحل 
رم 
نپا ١٠08-5)"‏ 
س ۱۰ س۰٣‏ 
ا نت على سری: 
0٤ 0‏ ٢۔‏ نز سا 
سے ۰ سے۱ تا 
دی دنر 
(3) آوجد: 
02 ۳ | (س + ٤)٩‏ - 71۲9 (ب) س*- ۳۲ 
سے ۰ سس س ‏ ۲ س5 -ع 
© . (س ")٤-‏ + ۳۲ ® . اس٥‏ ۔ ۳۲ 
(ج) سای ا را 
9 سے د 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


2 (ب) -۲ (ج) ۲ © لیس للدالة نهاية 


١ 00‏ إب) 4 (ج) د 
۳ کل بي 
0 گے تساوى 
س ۱۱۰ سس 59006 ۳ 
ھا صفر © - (ج) ۱ 
9 شا سا تساو 
س > 0 سد ء 
(i‏ إب) دج 
اتل 2 ١‏ د 7 
س ° - ٣٢ے‏ 
9 - تساوى 
سے٣‏ س٣‏ - ۲۷ 
®. © 2ت 
۲ س ۶ 00 
9 ۳۰7 تھا وحر: لان اضاری: 
سے ۲ س - ۲ 
١ 2‏ (ب) ۱ ج۲ 
۰ 6 6و 
نبا e‏ تساوی 
س ‏ ۲ (س-۲) 
٤2‏ كد ابا صفر (ج) ۵ 
آوجد قيمة کل من النهايات الآتية (إن وجدت) 
8 . س" ١+‏ 
2 اا ا ل 0 مس 
سے س + - 
۱ جتا ٢س‏ ۱ س ١+‏ 
ا ددا 
س > 71 س > 
۰ س٢‏ - لاس + ۱۰ 5 س" ٦س‏ + ۵ 
كه ٣‏ طط 
سے انگ ٣<‏ سے 
ا ۱ 
بت ۲ کت 
۲ سس رب س*- ۱1 
۲ س + ۲س۲ - ۱۲س + ۶ س۲- ۶س۲ - س +ع 
689 نبا : ۱ 
سے ٢‏ س'-٤س‏ بن مع اس لاسن دع 
س*- ۳۲ ۲ س ۲۱۱۰۳ 
3 5 س - ۲ یف و س - ۲ 
5 ۱ 
٣ا‏ ۵۱۲ ۰ ۱ س۷۔ ۱۱۲۵ 26 
59 س ‏ ۲ س ۲ 9 نب س۶ ۲۵۱ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


2 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


2 


© لبس للدالة نهاية 


© لبس للدالة نهاية 


9 


ليس للدالة نهاية 


ہر (اس - جاس) 
س > ۲ 
تا ٩‏ - س 
س ۰ ۹ س'۔۸۱ 
س + اس - ۱۲ 
س ۹ س - 1 


۳۳ 
نبا 5+ ےچ 
ےہ لن سوا 
س" - ۹ 
س ۳ ی اس" + ۲س - ١9‏ 
اا 
سے ۲۶۳۰۶۰ 
اس ٣-‏ 
> ۳۳۳۸۶ 


ھ٦‎ 


. ۷س + ۲-۱ 
نبا ہہ ےہ 


س + ۲-۹ 


۳ ۱ 


0 
2 
et بے‎ 69 
© 
49 


)۔٢ںس‎ ١۔۰‎ 


3 تسا (س - ۲ه)۱۷ - س۱۷ 49 با شك 


هه ۱ هھ سے ۔٣‏ سس TENT‏ 
تست ۳ ۷ س +لا - ۲ 
© با با اسك 
س -۱ سے -۲ ٣ن‏ 
س' - س - ۲ 7 اس )۱ 
© بے © نب اسا 
س > -۱ س + ١‏ سے سس 
: س" + ۶س +ع ۲ ۲۷س +۳۱ 
2 سن س ۸س ۱۳۵ 3 س -ع 
س - س > 


69 الربطبالحجع صنعت علبة مفتوحة من أعلى من ورق مقوى على شكل مربع طول ضلعه ۲۶سم وذلك بقطع 
مربعات متساوية من أركانها الأربعة. طول ضلع کل منها س سم. 


3 ہک ہیوت 


ثانيًا: : آثبت أن حجم العلبة يعطى بالعلاقة ع = س(4؟ ‏ ۲ س)۲ 


555 


رابعًا: استخدم أحد البرامج الرسومية لرسم العلاقة والتحقق من أن القيمة العظمى للحجم توجد عند س ٤=‏ 


و لا کے سے 
س 


ا گارجلد شتا وی 


٢ےس‎ 


س 


6۵ 07 وجدت شركة آنها لو آنفقت س من الات للدعاية لها » فان ربحها يعطى بالعلاقة 
د(س) -۰,۲ س" + ٤٠‏ س .۱٥١۶‏ آوجد مقدار ربح الشركة عندما يقترب إنفاقها على الدعاية من ۱۰۰ جنيه. 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكندناء التعايمى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


Limit of a Function at Infinity 


نحتاج فى كثير من التطبيقات العملية والحياتية إلى معرفة سلوك الدالة د(س) عندما 
س سے مهو والنشاط التالى يوضح ذلك. 


استخدم أحد برامج الحاسوب فى رسم الدالة د 
حيث: د(س) - 


مھ 
ماذا تلاحظ من منحنی الشکل إذا ازدادت قيم س س 
الموجبة حتی تقترب من ما لانهاية؟ 

من الشکل المرسوم نلاحظ أن: 

< كلما زادت قيم س واقتربت من ما لا نهاية اقتربت قيم د(س) من عدد محدد. 
أكمل الجدول التالى لإيجاد العدد الذى تقترب منه د(س) 


س ۰ مه 


Limit of a Function at Infinity نهاية دالة عند اللانهاية‎ 


من النشاط السابق نجد أنه كلما اقتربت س من ما لانهاية اقتربت قيم د(س) من 
اق 


e 7 


۱ 


قو اعد أساسية: 


> نپا ج-ج. حيث ج ثابت 
سے 90 
> إذا کان ن عددًا موجبًا فإن س ن = مه 


لاحظ أن: نظرية (۲) المتعلقة بنهاية مجموع أو فرق أو ضرب أو قسمة دالتين عند 
س + ل السابق دراستھا في الدرس السابق صحيحة عندما نضع س س ۵ بدلا من 


ا 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


سوف تتعلم 

4 نہایة دالة عند اللانباية. 

4 إيجاد نهاية دالة عند اللانہایة 
باستخدام ا حل الجبرى. 

4 إيجاد نهاية دالة عند اللانہایة 
باستخدام ا حل البياني. 


المصطلحات الأساسية ۰ 
4 نہایة دالة عند اللانهاية. 


Limit of a Function at Infinity 


الأدوات المستخدمة 5 


4 آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية للحاسوب 


کال ااا ك SR‏ 
وی مث 
O‏ أوجد: 
6 , ندم © نبسا(۶--) 
2 س نين سرت س" 
> ثم 7 15 من ذلك بیانیا باستخدام أحد البرامج الرسومية. 


© الحل 
© نہسا للبم = نبا + نبا" 
= ۰+ ۳ - ۳۲ 
ا )+( ۳ 
س ےم س 


س ے مه س سے 90 س ۰0۰ س 
ساب کا 0ت 
س ےم س 
۰ 
| (۶--)-۶ 
سے 90 عسل 
8 حاول أن تحل 
0 آوجد 
8 نبا 0خ +م با نبا الم 
سم س اس ۶ 


© آوجد: نبا (۶س- س۲+ه) 


سمه 
© الحل 
ر انار كيه 
س ےه 
١‏ 1 6 
8 اين تبحا ( .۱+ ) 
س مه سم س س 
= ۱-۷ < 


ا الیحتة - - الصف ند الثانوى 


3 حاول أن تحل 
© آوجد كلا من النهايات الآتية: 


رل ا نس (س۲ + لاس +( (ب) نبا ٤(‏ - ۳س -س؟) 
س ‏ 00 سے 00 
فم منال 
© آوجد كلا من النهایات الآتية: 
6 . ٢س‏ د۴ © ز سس - ۷ ® . ٢س٣۔ ٣‏ 
سے مه ٣س٢‏ +۱ س مه ۳س" ۱ س ےه ۳س" +۱ 
© الحل 


نستنتج من هذا المثال أن: عند إيجاد نبا < حيث كل من د(س)» ر(س) دوال كثيرات الحدود فإن: 


سے 00 ر(س) 


> النهاية تعطی عددا حقیقه حقيقيًا لا يساوى الصفر إذا كانت درجة البسط = درجة المقام. 
> النهاية تساوی صفرا إذا كانت درجة السط < درجة المقام. 

< النهاية تعطی + ۰ إذا كانت درجة البسط > درجة المقام. 

8 حاول أن تحل 


(۳) أوجد: 


جچہ >= ۳ ےہ 

9 نب سس 88 : اس - وس © نبا 

5 ٢س‏ ۸س +۳س ۲-۲ 5 ۳س۲ + س - ۲ 
س ‏ 9 سے 9 س 90 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


يم 2-5-2-5 مم ا۔۔ _ _ 0 7 « « «  «‏ « « » » « « » "«"«سسسح_ 
9 مثال 


63 جد النهايات الآتية: 


د(س) =س - ۷ سن۲ +ع 


س > ۰ ای آن = اس| = س بقسمة كل من البسط والمقام على س = ۷١س"‏ 
ع 
ہے 
کی نبا تت تققد ۱ 
سە س ۷۲ س٤٤٦٣‏ حر 0 
من 99 
3 حاول أن تحل 
© آوجد النهایات الآتية: 
e.‏ ۳ 0 
1 نبا 0 لح ا تپا ( ۱ ٢ے‏ 8 - ۳۷ س) 
س 90 ٣س٢ ۲٥٢٢‏ سے 90 
کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الدكتور محمد رزق معام الکیمیاء التعاععى 


(© نبا 20ب ع يسم گا نبا اسرد دس 5000 


٩0  س‎ 90 سے‎ 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


را ت حك اوی 


سے 90 ۲س +۴ 
(أ) صفر ا ۲ © ۲ © م 
242 نبا لكان 
69 مر (ب) ۱ (ج) ۲ © مه 
١.‏ صفر رس رک وت 
۱ +۳ 
9 نبا 7 ۲ 
یں کلت س 
م000 2 َ۳ - 
0 س۲ +۱ 
© ب چٹ 
00 صفر 9 : 9 ١‏ ھا - 
١ ۰‏ س 
لیت ٤س‏ -۱ 
۱-1 زب )+ 9 
اوجد: 
8 ۳ 8 5 ۷-۳۲ 
2 نبا 0 نبا (س '+ ودس" )١١‏ 0 نبا د 
س ےه س سے 90 س ‏ 90 س 
۲ 3 ٤س ٥‏ - ٦س‏ - ٣س"‏ 
نبا سل 9 نبا كبك 6 نبا اد 
سے ہہ س ٣٣‏ سے س۳۶۰۱ سے ٢٢س'‏ اس ٤٤‏ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعایمی 


نبا (م١(٤س٢-۔٢س‏ +۲۱ س) © نبا (لما هس ۶+۲ س +۷ - ۷س ۲+س+۳) 


سے 90 س ‏ 9 


نے (س+۲-۳(۳)۲س؟) © إذا كان نب (۷ اس ۳+۲ ب س +۵ -۲س)-۳ فماقيمة كلمن أءب. 
٣س‏ (س۲)۷۲۲ ۱ ۱ ۱ 


سے 90 مین ے 0ا 


ع 


0 
2 
رف 
9 نبا س (ماےس ۲-۱+۲س) 9 بای © نبا ہی 
0 
2 


س ۴س٥‏ ۔ +٣‏ 
عا ان" اناس له وو ا اس كس ن 


سمه سن عفن ۲۶۲ سم 0 ۶س۳+س"۲ 


التكلفة الاجمالية ج = س + ۵۰۰۰ حيث س عدد البطاقات المنتجة. 


أوجد: 
() تكلفة إنتاج الكارت عند إنتاج: 


8 ۱۰۰۰۰ كارت © ٠۰۰۰۰۰‏ كارت 


0 أوجد تكلفة إنتاج الكارت عندما تنتج الشركة عددًا لا نهائيًا من الكروت. 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


Limits of Trigonometric Functions 


!وب 
۲ 


©" نشاط 


اذا كانت د دالة حيث د(س) = حك والمطلوب دراسة قيم الدالة د عندماس > ٠‏ حيث 
ك0 


س قياس الزاوية بالتقدير الدائری 


کون عدرل ترا سلريك او درس جح اا رب س ليق اعفن 
سن 
مستخدما التقدير الدائرى 
١ 7 ۱‏ 1 ا | | ك1 | "۹۹ کا -۱ 
الت 
تك | ۸:۰۰ ۹۹۸۲۰۱۰۰۰ ۰.۹۹۸۹۸۰۱۰۰ کت ANO 7< E ece‏ 
رت 
من الول السانق اش تا خاس 
5 بق استنتج پھر 
5. 
۳ تعلم ۱ 
0 ذا کانت س قیاس الزاوية بالقدیر الداثری فان: 
کت سی تست ۱ 
شش اتن شخ س 
ص ص 
١‏ ۳ 
¥ ¥ 
كت 7 و 7 
جا ظا 
د(س) ے گا د(س) مھا 
س س 
0 ہھ هه 
إذا كانت س قياس الزاوية بالتقدیر الستینی فهل یمکن إيجاد ہے 2 
فسر إجابتك. تد 
۳ 091و جااس 5 5 ظا اس 5 
نتيجقك a‏ ۳ تا 7 | 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


سوف تتعلم 
4 نهایات بعض الدوال المثلثية. 


المصطلحات الأساسية ۰ 
4 دالة مثلثية 
Trigonometric Function‏ 
4 نہایة دالة مثلثية 


Limit of a Trigonometric Function 


الأدوات المستخدمة 5 


4 آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية 


اس جنا ا 


۲ ۱+۱ حتا‎ +١ 
8 عن سیت‎ 
حاول أن تحل‎ 61 
أوجد النهايات الآتية:‎ )۲( 
جتاس‎ - ١ نا ٦سس٢ ثتا اس ظا (ب) رز‎ ©8 
سس ہے سای ہب 9 بے‎ 
۳ س ۰ سے‎ 


فق دار 


(۳) أوجد النهايات الآتية: 


8 تب س"'-س+جاس 
شس ٢س‏ 
حا -١(‏ حتا 
2 , || س) 
جتا س 
س 
© الحل 
١ 69‏ س" _ س 0 حاس 
اکر ۲۷ نبا( - عه ( 
5 س س س 
5 
١‏ جامس 
= (س-١+‏ سس 
سے 
۱ 
دح (١-١1+١)-د‏ 


والمقام‌علیس 
۱ جتا 
چیا ہن 
.. ز ٩‏ سس 
ےا ٭ × ينا 
س س 5 
سے ٠‏ 
حا 
ھا یں نپ 
نس جتاس 
ہن ٭ 


1 حاول أن تحل 
)٣(‏ أوجد النهايات الاتية: 
9 نبا جااس 
سے٠‏ ه س ٣٤س‏ 
1 ا 
لعا نبا تے پچ 
س هه سن 


(ج) نبا جا(س-١)‏ 


سے١‏ س۱ +س-٢‏ 


8 نبا س جا ٢س‏ + حا" اس 
س ۱۰ طا٢‏ ٣س‏ + س" 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


تسا جس بازی 
تج 9 


(1) صفر رك زج ١‏ 
۲ ظاءس . 

وهات تساوی 
بت 
® من @؛ © 
5 حا۲س +۳ ظا 5 

9 نبا تست تساوى 
و“ 
۱00 (ب) 3 9 2 

طا٢‏ 
ا سا 

(68 ا 

۵ ء (ب) ۔ @ ` 
۹ ۲ ۳ 

۱ جا ٣س‏ ل 

سے دج تسارق 
سے ٤ ٠‏ س 
@ ` (ب) ٢‏ (ج) ۔ 
سس ث م د 
سے 
چم 2ھ 7 هم ۱۸۰ 
U 1‏ ۱ سنا ۸۰ 2 7 


اوجد: 


8 حا 
© نبا جات 
شن به + وتن 
© رذن ظا٢س‏ 
مع من 
: جا س (۱ - جتاس) 
0 نبا مسب 
ی یز سس 
© سا جاس 
ی سس 
: (۱- جتاس) 
9 نبا 
س س 
2 ور س-س جتاس 
سے ۰ جا" ٣س‏ 
2 ربا س جتا(-س+٢)‏ 
سے س" +س 
9 نبسا (۱+جتاس) ا جس 
رت ی 
2 5 ۱ جا هس + جا ٥س‏ 
س + ٣س٣‏ 
f‏ ۰ | ۲س۲+س جا ٥س‏ 
سے. س۲-ظا۲ س' 
5 ظا ٢س ٥+‏ جا ۳ س 
٣ 60‏ چا٣۳‏ سن - ظا وس 
TD‏ 
سے. حتا" اس -۱ 
ر ظا٣س'+‏ جا ٥س‏ 
شس س٢‏ 
2 ر_ے جا(جاس) 
س ۰ ٥‏ جا س 
نبا س (قتا ۲ س -ظتا۲س) 
بر 


رے جاس 
سے ۰ ظا س 
ری "(1- جتاس) 
7 س 
ر جتاس ظاس 
و س 
ر لے ظا ٣س‏ 
۳ 
سے۰ س 
رس جتاس -۱ 
٠‏ جاس 
سے 
١‏ ١-ظاس‏ 
ند داس 
و س۲-۲جاس 
س 


: ظا ٣س‏ +حا۲ 
شا س" +حا" ٥س‏ 
ین سنا س" 


4 


سے 
۲ ظا٢‏ 
)| س س 
سے . ان جا' ٣س‏ 
۱ ؟ - جتا ٣س‏ - جتا 
۱ سس س 
7 س 
۲ اد حتا ٣‏ 
۱ جتا ٣‏ س 
تا 3:7 ۱ 
3 س 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


| سوف تتعلم 
4 النهاية الیمنی للدالة عند نقطة. 
4 النهاية الیسری للدالة عند نقطة. 
4 بحث وجود نہایة للدالة عند 


لول المصطلحات الأساسية 
4 نهاية یمنی Right Limit‏ 


Left Limit نہایة یسری‎ 4 


> آوجد نبا د(س) (النهاية اليمنى) 


۲  س‎ 


> أوجد یٹ د(س) (النهاية الیسری) 
هل اود نبا د(س) 


ب تن 
شكل (: 
پمثل الدالة ر حیث 
۲ لكل س > ٠‏ 
دص ل لکل س < . 
> أوجد نا ر(س) شكل (۲) 


> آوجد تسا ورس ع ساد تب ررس 
۳ 10 ۳۳ 


Limit of a Function  ةلادلا نهاية‎ ) ٠٠ لاتوت المستخدمة_ - ۵ تعلم‎ 8 


الأدوات المستخدمة 
4 آلة حاسبة علمية 


4 برامج رسومية للحاسوب 


النهاية اليمنى والنهاية اليسرى 

يقال إن نهاية الدالة د تساوى ل عندما س تؤول إلى | إذا وفقط إذا كان نهايتها من 
اليمين ونهايتها من اليسار عندما س تؤول إلى | متساويتين وكل منهما تساوى ل حيث 
لدع 

ونکتب رمزیا: 

نبا د(س) ل إذا و فقط إذا کان: د (ا*) = د (ا۔) = ل 


س - | 


حيث: د( = E‏ د(س) « النهاية الیمنی للدالة» 
کک 
د () = نبا د(س) « النهاية الیسری للدالة» 


سن هه 


چٹ سر ہپ ےج الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الکیما 


ثال تود 
© لاحظ فی شكل (۱) أن: 

د(1) < ۳ 3 د(۱ < -۱ 
1 ورم 


58 لايوجد نهاية للدالة د عند س > :2 نبا د(س) غير موجودة 


5 س ۱ 
"ا لاحظ فى شكل (۲) أن: 

در 1) = ۳ 3 د(-۲۱) < ۳ 

۳ د(-۲۱) = د(-۱)‎ .٠ 


و2 نبا د(س) = 
س ۱-۰ 


ألا حاول أن تحل 
© ادرس الشکل البياني لكل دالة من الدوال الآنية ثم آوجد: 


د(س) 


CY: ) ۵‏ ® دجم 
(ب) د (۱) اب (ام 

(ج) نبا د(س) 9 نبا د(س) 
س ۱ 


س |س | -۱ 


@ الحل س 
بإعادة تعريف الدالة 
5 س(- س) -۱ عندما س ٠<‏ 5 -س۱-۲ 
د(س) - ٭ 
ل عندما س > ۰ 5 
س 


:* د( )د نبا د(س)= نبا (س۲-)-۱ 
ہیں نهو" وی 


د(۰) - نہسا -۱-2۱ 


س .*+ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


.د( - د (۰) - ١‏ 


شكل (۱) 


5 نبا د (س) = -۱ 
سے٠‏ 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


8 حاول أن تحل 
2 كان د(س) -1 اس  ۱۳-‏ سرع ۴ 
۲ س - ۳ 


فی منر 


7۶ سس" لكل س < ۰ 
س + ظا ۲ س عندماس > ٠‏ 
٣س‏ - جا٢س‏ لكل س > ٠‏ 
© الحل 
د(۰-) - | س٣‏ اس ر س(س )٣+‏ 
سے .- سے و 
- نبا (س +٢)۔٢‏ 
وت (س ”) مور ظااس ظااس 
6 وھ سے ن یں "۳ سن 
1 3 حت ان ےج وأ ٣س‏ جااس ہہ جا٢س‏ 
وه سے )ےج سے 0-5 
2 ۲+۱ دم كن س 
=1 = 
E OE‏ .. نبا د (س) غير موجودة 
سے 
63 حاول أن تحل 
7 ابحث وجود نهاية للدالة د عندماس سم 7 حف د(س) = سیر لكل س < 77 
س - 
جتا س لكل س > 77 
2 مثال 
© ابحث وجود نهاية للدلة د عندها س سے ١‏ حيث: د(س) =۷ س- 2١‏ 
© الحل 
تد (س) معرفة لجميع قیم س ٠ >> ١‏ ۰ مجال الدالة د (س) -[1» © [ 
هه 


۱ 
'.*1(3)- اتا د (یں) ۱ اد نہسا .۳ س - = صفر 
سے ۱+ سے ۱+ 
د )١(‏ غير معرفة لأن الدالة غير معرفة على يسار ١‏ 
:ف (س) لبس لها تهاية عندما سس ۱ 
3 حاول أن تحل 
9 ابحك وجود نهاية للدالة د عندما س ے ۳ حیث د (س) دما ۳-س 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


أكمل ما يأتى: 
02) من الشكل البيانى المقابل: 
0 نبا د(س) = چو وو چس 


۰ 


27 1 نبا د(س) = یی سی سب یہ من 
2 
عن 


93 هن الشکل البیانی المقابل: 
رل نبا د(س) = 1 


5 س 07 
© نبا د(س) - 0 
لمن ا 


© من الشكل البيانى المقابل: 
® 


ارات نبا د(س) = RSE‏ 1 
س -۲ 
وی نبا د(س) = EAR‏ 
® و 
رت نبا د(س) = aij alanis aia‏ 
سے٢‏ 
6 نبا د(س) = 0100099090907 
س ۶-۰ 
ره نبا د(س) = 9[ 
سے٤‏ 
© الدالة د معرفة على ع حيث د(س) -1 ۲ 
۲ -س 
8 نبا د(س) - لے .ےت 
رت 
(ق) الدالة د معرفة على ع حيث د(س) -۳1 
٣‏ س 


8 نبا د(س)- 000 


+ 


سے ۰ 


© إذا كانت د(س) =( س لكل س> . 
ل لكل س <. 
من 


E ROE EEE = نبا د(س)‎ û) 


۳3 


٠ س‎ 


هثل بي ( سح 
ابحث وجود نهاية کل من الدوال الآتية : 


0 ا لكل س < ۲ 

7 س" لکل س > ۲ 

0 بس حیث «(س) لکل س < ٣‏ 

٣س‏ +۱ لكل س > ۳ 

0 سر و تا لكل س < ٠‏ 

٣س‏ +۱ لكل س ٠>‏ 

9 لكل س < ١‏ 

وت ۳ لکل س کت 
77 77 ک۷ مھ" لکل س < ۱ 
٦س‏ - ام لکل‌س>۱ 

ساج٢‎ 


69 ابحث وجود نهاية للدالة د عندماس حح > ١‏ حيث د(س) 231 لکل س < 77 
+١‏ جتاس لكل س > 77 
97) أوجد قيمة کل من م. ك إذا کان یہ د(س) < ۷ء د(س) = س + ۲م لكل س < ۲ 
٥س‏ + ك لكل س > ۲ 
e‏ لكل س < ١-‏ 


س٤٤‏ لکل س > -۱ 


ر۵ گا ابحث وجود نهاية للدالة د عندماس سس . حرۓ د(س) = دس +ظا۲ س لكل س ٠>‏ 


٦‏ س + جا س 
جتا س لکل س < 
(60 ابحث وجود نهاية للدالة د حيث رس ناف لکل س 
ظا س ۳ 
۳ جتا س لكل ٠‏ <س < 27 


0۷ ابحث وجود نهاية للدالة د (س) < ١‏ 
س - 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


1 Continuity 
) فكر و ناقش‎ 8 
۶ج فکر و ناقش 4 اتصال دالة عند نقطة.‎ 


تأمل الأشكال الآتية ثم بين ماذا تلاحظط؟ 4 اتصال دالة على فترة. 
رک ص 
س س 
المصطلحات الأساسية ۰ 
4 اتصال دالة عند نقطة 
د,(س) = |س | د,(س) = ٢س؟‏ 


Continuity of a Function at a Point 


شكل (۱) شكل (۲) 4 اتصال دالة على فترة 


Continuity of a Function on Interval 


ص ص 4 
1 
1 
۱ 
۱ ۱ 
1 
س ۱ 
1 
1 
1 
7 22 
۷ 
١‏ 
5 ۱ لکل س <۱ وس ای ٢+‏ 
د,(س) = سس الأدوات المستخدمة 5 
-۱ لكل س > ١‏ 1 
4 آلة حاسبة علمية 
شكل (۳) شكل )٤(‏ 4 برامج رسومية للحاسوب 


فى شكل (۲(۰6۱) نلاحظ أن منحنى کل من الدالتین متصل وغير متقطع عند أى نقطة. 
فی شكل (۳) منحنی الدالة غير متصل عند س - جج سد ھٹگ 

فی شكل (5) منحنى الدالة غير متصل عند س = 00 

مما سبق نستنتج أن الدالة (د) تكون متصلة عند س - | إذا كان منحنی الدالة لا يعانى 
انقطاعًا عند هذه النقطف وتكون الدالة غير متصلة عند س - | إذا انقطع منحناها عند 
هذه النقطة. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعاععى 


<< 


Continuity of a fanction at a Point اتصال دالة عند نقطة‎ 


د(س) د(س) 


شکل (۱) شکل (۲) 
تأمل الأشكال السابقة ثم آوجد نبا د(س)» د(۱) إن وجدت. 
س ۱۰ 


فى الشکل (۱): د(س) 212 د(س) =۳ آی أن د(س) غير موجودة بینما د(۱) = ١‏ 
عن > 


س +7۱ سے 
ناس بب تد اس دیب توا ہد دہ خی سرلا 
سے سے يكن سح 
فى الشکل (۳): د سسا یس : کے تپ ےر ےج جک 
سے س 7۱۰ سے 


آی آن: نبا د(س) و د(۱) 
س ۱ 
لذلك تکون الدالة د فى كل شکل من الأشكال السابقة غير متصلة عند س = ۱ 
تکون الدالة د متصلة عندما س - | ؛ إذا تحققت الشروط الآتية معا: 
> د(ا) معرفة > نبا د(س) موجودة > نبا د(س) -د(ا) 
س 


س۱۳ 


منا 
9 منال بحث اتصال دالة عند نقطة 


ج 
0 ابحث اتصال الدالة شيف ولس ا ا 
© الحل 
(أ) بحث الاتصال عند س - . 
در ) -0. نبا د(س)- نبا س = صفرء 
چو 2 
أىان نبا د(س) = د(۰) 
سس 
لذ لك فان الدالة متصلة عند س = ٠‏ 
كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


@ بحث اتصال الدالة عند س - ۱ 
نلاحظ أن قاعدة الدالة يمين النقطة س = ۱ تختلف عن قاعدتها يسار تلك 
النقطة لذلك نبحث وجود نهاية يمنى ونهاية يسرى للدالة عند س ١-‏ 
د( - نبا (س +۱)-۰۲د(۱) نبا س ١-‏ 


س ۱۰ س ۱۰ 
آی آن: د(۱ * ) ۶ (د(۱-) وهذا الشرط یکفی لعدم اتصال الدالة د عند س - ۱ 
والشکل البیانی یوضح عدم اتصال الدالة عند س 2 ۱ 
61 حاول أن تحل 


٤س‏ - ۱ عندما ۱72 
7 ابحث اتصال الداله د حف وس 2 ١‏ عت ف اس ۳ 
س5 + ۲ عندما س > ۱ 
a‏ 
دا التحقق من اتصال دالة عند نقطة 


(۲) ابحث إتصال كل من الدوال الآتية عند النقط المبينة أمام كل منها: 


(1) د(س) =“ عند س - ۲ س۔ ٣‏ (ب) د(س) - 0 - اس -۳| عند س -۳ 
اس 
© الحل 
8 أولا: بحث اتصال الدالة عندس - ۲ 
٠.‏ مجال الدالة = ع - (۲) ۰ د(س) غير معرفة عند س = ۲ 


.۰ د(س) غير متصلة عند س = ۲ 
ٹانتا: بحث اتصال الدالة عند س - ۳ 


7 8 ۳۴ و اپ می ۴۶۳۴ 
۰ د(۳) = 1( داكت ۰ ۱ ون ۲ = - =1 
> 
وی نبا د(س) = د(۳) و د(س) متصلة عند س < ۳ 
سے٣‏ 
۳۳۹ ۸- عندماس > ۳ 
© بإعادة تعریف الدالة د(س) - | "سس ددا 


د(۳) دہ ۰ (۲) = نبا (0-س)-ه » د(۲) - نشبا (س +۲) -ه 
سے 


نه 


دسا وڑیں )ےہ أي أن د(۲)- نم د(س) 
س ے 


٣ سے‎ 


لذلك فإن الدالة متصلة عند س - ٣‏ 


8 حاول أن تحل 
0 ابحث اتصال كل من الدوال لاتية عند النقطة المبينة أمام کل منها: 
0 د(س) ”دح عند س ١١ء‏ س - ۲ () د(س) - ۲ - اس -۲| عند س - ۲ 
و 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


إعادة تعريف الدالة بحيث تكون متصلة 
إذا كانت د(س) غير متصلة عند س - | وكانت نبا د(س) لها وجود فأنه يمكن إعادة تعريف الدالة د حتى 


س | 


9 مثال 
© أعد تعریف کل من الدوال الآتية إن كان ذلك ممكنًا بحيث تصبح متصلة عند س = 


س7 + ۲س - ۳ © دس - ۱ س”+؟ س ءاس > ١‏ 


(1 د(س) = 
من ٠‏ 


@ الحل 
® لكى تكون الدالة د متصلة عند س ٠=‏ فان نبا د (س) )١(:-‏ 
س ۱۰ 
NS oe‏ او 


١ < س‎ > ١- س‎ ۵ 


سے ۲ من- ٠‏ س۱ 
أي أن نبا د(س)-٤‏ ۱ 
۱ بد ۱ ان کے ع س 
لذلك يمكن إعادة تمریف د لتصبح متصلة وتکون د(س) - | س-۱ 
عندما س = ۱ 


© لکی تكون الدالة متصلة عند س - ۱ لابد أن تكون د(١)‏ = نبا د(س) 


س ۱ 
"د(۱)- نبا (س۲+۲س) ۰۳-۱۲۲۱ ۱(3)- نبا (هس ۔١)‏ ٥۔١۔٤‏ 
سے١‏ س ۱" 
۰.۰ د(۱) كوو ) لذلك فانه لا پوجد نهاية للدالة عندماس ٢۶۶‏ 
ولا يمكن إعادة تعریف الدالة بحيث تصبح متصلة عند س ١١‏ 


63 حاول أن تحل 
اعد ٦‏ 0 کے ای مه ° ہی اف کے 3 ۰ 2 5 "- ەس ٦+‏ 
(۳) أعد تعريف الدالة الآتية حتى تصبح متصلة عند س ٢‏ إذا کان ممکنا حیث د(س) - ےپ 
اج 1 - ۰ 3 
() بين أن د(س) - اس غير متصلة عند س ٣>‏ 
۲+ ۲س و١‏ 
ہء 3-7 08 _ تب لظا سا عندما س عو ۳ 0 
ثم اوجد قيمة ھ التى تجعل د(س) = س متصلة عند س - ٣‏ 
هم +۱ عندما س = ۲ 
د(س) 
اتصال دالة على فترة continuity of a Function on an Interval‏ 


يمثل الشکل المقابل منحنى الدالة د حيث د(س) ٤=‏ - س" 
فى الفترة [-۳۰۳] ولكى تكون د متصلة على الفترة [-۰۳ ۳] 
فلابد آن تکون مته لة عند جميع نقاط تلك الفترة. 

آق أن تسا دی کد لكل ا د ]-۲ ۳[ 


س | 


نبا د(س) -د(۲). نب د(س) -د(۳) 
ین ۳۵ ین تا 


تھ, معلھ TPO‏ ل الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الکیما 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


ومما سبق يمكن التوصل إلى التعريف الآتى : 


0 إذا كانت د معرفة على الفترة [ ب]. 
تكون الدالة متصلة على الفترة [أء ب] إذا كانت: 
١‏ > د(س) متصلة على الفترة ٩]‏ ب[ 
٢‏ نپا د(س)-د(ا) ٠.‏ نباد(س) -د(ب) 


س 1 س + ب 


بالاعتماد علی التعریف السابق ونهایات الدول یمکن بیان بعض الدوال المتصلة 
۲-الدالق الکسریق متصلة على ع عدا مجموعة آصفار المقام. 


ومنصلة على 
ع-دالق الظل: د(س)- ظاس متصلة على ع - (س: س = 42 +نہ7]ء ن 3 ص 


ف دنر 


(4) ابحث اتصال الدالة الآتية على الفترة [ ۰۰ «[ 


جاس - جتاس لكل ٠خ‏ س <71 
حيث د(س) - 
جتا اس لكل س > 7 
@ الحل 
7 د(س) = جتا اس د(س) = جا س - جتا س 
77 
د(س) معرفة على الفترة [۰۰ [٠‏ 


لكى نبحث اتصال الدالة» نبحث اتصالها على فترات مجالها الجزئية» وكذلك اتصالها عند النقاط التی يتغير 
عندها تعريف الدالة وأيضًا من اليمين عند الصفر. 


17 ء٠] د(س) = جاس - جتاس متصلة على الفترة‎ )١ 
[« 72] كذلك د(س) = جتا اس متصلة على الفترة‎ 


۲ د()-جا۰-جتا ۱-۰ نبا (جاس -جتاس) --۱ 
سے ٠‏ 


أى أن: د(۰) = نبا د(س) فالدالة متصلة من جهة اليمين عند س = ٠‏ 


سے ۲۰ 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


لل 
۳ نبحث اتصال الدالة عندما س = 77 

د(7) = حا - حتا7 = ١‏ 

د(ج-) - نبا (جاس - جتاس) -١.د(2*)‏ = نبا جتا ٢س‏ - ۱ 


سے 71 سے 77 
د( -) - د( *)ء د(7) <۱ أى آن: د( -) = د( *) = د(7) 
.. متصلة عند س = 77 من (١)ء‏ (۰)۲ (۳) الدالة متصلة على [۰۰ ©[ 
63 حاول أن تحل 
رفا ابحث اتصال الدالة د حيث 
5 ۱ جاس <٠‏ س < 4 
3 س ج 
۰ (س - )۲ س > 2 
فوع مار 
(۵) ابحث اتصال کل من الدوال الآتية على مجالها: 
(û)‏ د(س) = س" - ۲س + ۲ اب 
قزر ہے جاس +جتاس © د(س) - ظا س 
س"-١‏ س" ١+‏ 


@ الحل 
(1) د(س) = س" -"س +۲ دالة كثيرة حدود من الدرجة الثانية فهى متصلة على ع 


(ب) د(س) = 


مد دالة كسرية مجالها = ع - ]٤-[‏ ء مجموعة آصفار المقام- [-4] 
أى أن الدالة متصلة على ع - [-2) 


.جا س» جتا س متصلة على ع دالة المقام (س۲ -۱) متصلة على ع » آصفار المقام ۰۱1 8 
(د) د(س) - ظاس 


س۲+ ۶ 


دالة البسط: ظا س متصلة على ع - (س: س - 2 + ن 77 ن 3 صہ) 


دالة المقام: س۲ ۱۰ > ٠‏ لجمیع قیم س فلا توجد أصفار للمقام. 


أي أن د متصلة على ع - [س: س = 3 +ن 7 ن 3 صہ) 


كان الرياضيات البهئة - علمی - الصف الٹاذ 


موقم ندکتور محعد رزق مهلم کیہ انف 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


EO 


تچ ابحث اتصال کل من الدوال الات 


إذا كانت د٠‏ دہ متصلتین على 
09 د(س) = ۷ ت0 د(س) - سكب ع فإن: 
ز الا ١-د,‏ ± دہ متصلة على ع 
(ج) د(س)۔ و © د(س) = (س + ١)جتاس‏ ۷ د, × دم متصلة على ع 
كن 


رع ل اك 
۳ مد 8 
عدا مجموعة أصفار المقام. 


© الريطبالكيمياء 
إذا كان معدل التفاعل فى تجربة كيميائية يعطى بالدالة س حیث سی (س) = ك ء س ترکیز المحلول. 


ابحث فى الشبکة الدولية للمعلومات عن تجارب كيميائية یمکن تمثیلها بتلك الدالة نم 


.أ مثل الدالة بيانيًا بأحد البرامج الرسومية. (۳) ابحث اتصال هذه الدالة. 


فم مال 
© بين أن الدالة د حیث د (س) ۷ س ۲+س +۱ متصلاعلی ع 
© الحل 
حيث أن س" + س + ١‏ موجب لجميع قیم س 3 ع 
(الممیز ب" - 4 أح - 4-١‏ --۳<صفر) 
1 ۲ ا و ۲ 
ے و جج 1 مجموع مربعین 


۔ س + س ١+‏ موجب لجميع قیم س 3 ع 


۰ د(س) < (۷ س"+س ١+‏ ) تعره اسيم تيبي کے 
لكل | د المجال ع نجد أن درا)- ۷ ++ 


نبا د(س)- (۷ س + س۱۳ )= ۷ ++ 
سے 


س | 


بخ 21 د (س) لکل اد ع 
من > 


61 حاول أن تحل 
(۸) ابحث اتصال الدالةد حیث د(س)-٠‏ س -؟ على مجالها. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


¥$  1-"نيرامت‎ 5# 


ادرس اتصال كل من الدوال الآتية عند النقط المعطاة: 


س5 +۲ > س2 س" - ۱ 2 سح ۲ 
(0) د(س) - عنداس =۱ () د(س) - عند س ۲ 


س » س > ۱ ۲س -۱ ۰ س > ۲ 


س۲- ۲ س -۱ 6 س>۳ عند س 2 -۱ 
۲ س +۰۳۲ س > -۱ 
جا (س )٢-‏ ۳ ۹ جنا من 
© «(س)-| ےک مت سا © «س)-| س > كل عند س - 
ال » س5٢‏ ۲چاس . س ۰2 
س" 


ابحث اتصال كل من الدوال الآتية على ع: 


(۷) د(س) < س٣‏ - س O ۱+٣‏ 7 د(س) "سس +" 
0 د(س) - سن کہ ہی 0 د(س) - تج 09 د(س) = س 


69 د(س) = جاس - ۲ جتا (س +۱) 647 د(س) -س۲+جتاس (8) د(س) = س٣‏ جا ۲ س 


۱ او ظا 
9 د(س) -ظا س -۱ 9 د(س) ے جس حتت رر للك 
ج ی | 
ابحث اتصال كل الدوال الآتية على الفترة المعطاة: 
289 ص ‏ دين 
9 د(س) - 0 على الفترة ] - 2 ء 22[ 
۲جتا۲ س 3 <٠‏ س < 4 
۱ 5 


١-٦ 
١< س‎ < ٤ 8َ تب‎ 


€ د(س) = اس ۱ > ۱<س <۶ على الفترة | - 5 ٤‏ 1[ 


نس > ۶<س ٦<‏ 


آوجد قیم | في كل مما يأتي إذا کان: 


+۳ 7 
60 اف رڈ متصلة على ع 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانی الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدنياء التعاععى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


8 دس | س و متصلة على ع 


۱ عندما س = ۰ 


أوجد قیمتي الثابتين ب ء ج في کل مما يأتي: 


س +۱ ٤‏ اش ۳ 

8 «س)-| متصلة على ع 
س + ب س +ج » س 5 ع-]۲۰۱[ 
س ٢٢ب‏ 8 سن > ٣=‏ 

9 د(س) - "باس + اح 3 ۲۰ 2س ۱2 متصلة على ع 
٣س‏ - ٢ب‏ 6 س > ۱ 


أعد تعريف کل من الدوال الآتية حتی تصبح متصلة عند النقط المبينة إذا كان ممکنا: 


س" ١+‏ ¢ س >> ۲ 
9 د(س) > | رب عند س ۲ 


5 با ۳ سے 
س س > ج 


لزید من التمارین قم بزيارة موقع وزارة التربية والتعليم. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 


هذ تد 7 3 ۰ 
نب لكر 5 
کا 


حساب المثلثات 1۷180٥٦٥00٥٥۳7‏ هو أحد فروع مادة الریاضیات ويعتبر قدماء المصريين آول من عملوا بقواعد حساب المثلثات حيث 
استخدموها في بناء الأهرامات وبناء معابدهم » وترجع معرفتنا بحساب المثلثات إلى الأغريق الذين وضعوا قوانينها واستخدموها في إيجاد 
بعض العلاقات التى تربط بين أطوال أضلاع المثلث وقياسات زوایاه. كما ساهم علماء العرب والمسلمين فى حل المعادلات المثلثية كما 
استخدموا المماسات والقواطع ونظائرها في قياس المسافات والزوایا كما ابتکروا طريقة لانشاء جداول اک المثلثات المستوية. 

ونشیر هنا إلى العالم السويسري لیونارد اویلر (۱۷۰۷ - ۱۷۸۲) الذي قدم تعبیرّا جديدًا للدوال المثلثية » كما استخدم الکثیر من الرموز 
الرياضية التي تساعد فی استخدام المسائل الرياضية المتقدمة التی تدرس في جمیع المدارس والجامعات حتی الان وسوف نتناول في هذه 
الوحدة سے اشامت ا التى تربط بين أضلاع المثلث 0 ۱ ۱ 


مخرجات تعلم الوحدة 


فى نهاية الوحدة وتنفيدًا للأنشطة فيها يتوقع من الطالب أن: 


يتعرف علی قانون (قاعدة) الجيب 
د لف رال نض عل :ف ای 
مثلث تتناسب آطوال أضلاع المثلث 
مع جيوب الزوایا المقابلة لها. 


7 يستخدم قانون (قاعدة) الجیب فی إيجاد 


أطوال أضلاع أى فتلت 


۶ يستنتج العلاقة بین قانون (قاعدة) 


ال دی بات ول شك 
قطر الدائرة الخارجة لهذا المثلث 
ویستخدمها فى حل تمارین متنوعة. 


ورف ہہ ٤ہ‏ "8 


التمام لأى ملت 


" يستخدم قانون (قاعدة) جيب التمام 


لأى مثلث فى إيجاد طول ضلع 
مجهول فى هذا المثلث. 


1 يستخدم قانون (قاعدة) جيب التمام 


لأى مثلث فى إيجاد قياس زاوية 
رت 


77 الحالات ال 


8 إذا علم فى المثلث قیاسا زاویتین؛ 


ا 
وقياس الزاوية المحصورة بينهما 


# إذا علم فى المثلث أطوال أضلاعه 


الثلاثة. 


7 يستخدم الآلة الحاسبة فى حل تمارين 


وأنشطة متنوعة على قانوني (قاعدتي) 
الجیب وجيب التمام لأى مثلث. 


موقع آلدکتور محعد رزق مهلم الكنفياء قتشم 


۳ المصطلحات الأساسية 


2 حساب المثلثات ٥٥٥۵۸۰٥‏ 9ا٦‏ 2 حل وحید nique Solution‏ 2 زاوية مقابلة لضلع 

Opposite Angle of a Side Shortest Side أقصر ضلع‎ > Sine Rule قاعدة الجیب‎ 2 
Smallest Angle أصغر زاوية‎ 2 Longest Side أطول ضلع‎ > Acute Angle زاویة حادة‎ < 
Largest Angle أكبر زاوية‎ 2 Area of The Triangle مساحة المثلث‎ 2 Obtuse Angle زاوية منفرجة‎ 5 
Cosine Rule أطوال أضلاع المثلث 2 . قاعدة جيب التمام‎ < Rih زاوية قائمة #اومه‎ 2 
The Lengths of The Sides of the Triangle Ambiguous Case حالة مبهمة‎ < 

Possible Solutions حلول ممكنة‎ 2 


0 دروس الوحدة بج الأدوات والوسائل 


آلة حاسبة علمية 


الارس (۱ - 5):قانون (قاعدة ) ال . 


الدرس )۲ - ئ قانون (قاعدة) جيب التمام. 


إيجاد طول لع إيجاد قياس ية. تطبيقات هنسية _ حل المالث .ید طول ضلع ٠‏ إيجاد قياس زاوية ٠‏ تطبیقات هندسية 
مجهول في مثلث مجهو ات وحياتية 2 بوجهعام مجهول فی المثلث مجهولةفى المثلث ‏ وحياتية 


کت الا لفصل لد ای لاف ۱۳۹ 


الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعایمی 


3 سوف تتعلم 

4 قانون (قاعدة) الجيب لأى مثلث. 

4 استخدام قانون (قاعدة) ا چیب 
فى حل الثلث. 

4 نمذجة وحل مشكلات رياضية 
باستخدام قاعدة الجيب 

4 العلاقة بين قانون (قاعدة) الجيب 
لأى مثلث وطول نصف قطر 
الدائرة الخارجة لهذا الثلث وحل 
مسائل عليها. 


ل المصطلحات الأساسية 


4 حساب الثلثات Trigonometry‏ 


Sine Rule قاعدة الجيب‎ 4 
Acute Angle زاوية حادة‎ 4 
Obtuse Angle زاوية منفرجة‎ 4 
Right Angle زاوية قائمة‎ 4 

4 حالة مبهمة 
The Ambiguous Case‏ 


کچ الأدوات المستخدمة 


4 آلة حاسبة علمية 


The Sine Rule 


سبق أن تعلمت ایجاد طول أحد أضلاع المثلث القائم الزاوية بمعلومية طولي ضلعين 
فيه أو طول أحد أضلاعه وقياس إحدى زاويتيه الحادتين والآن سوف نتعلم طرقًا آخری 
لإيجاد أطوال أضلاع وقياسات زوايا المثلث بوجه عام. 


أراد كريم إيجاد المسافة بين 
الفيوم والإسماعيلية باستخدام | 
البيانات المتوفرة على الخريطة 
الموضحة في الشكل المقابل. 

قم بعمل قياس للرسم ثم قس ۱ 
المسافة بين الفيوم والإسماعيلية ١‏ 
(المقياس هو ١‏ سم لكل ۶۲ کم) | 
تأكد من صحة قياساتك بعد 1 / 
دراستك لطرق حل المثلث غير لا 
قائم الزاویةء وإحدى هذه الطرق 
هو قانون (قاعدة) الجيب. 


۵ تعلم ۱ 


The Sine Rule قانون (قاعدة) الجيب‎ 

فى المثلث | ب ج إذا استخدمنا الرمز ۱ 
1 للدلالة على طول الضلع المقابل 
لزاوية أ والرمز ب للدلالة على طول 
الضلع المقابل لزاوية ب » والرمز جه ی 
للدلالة على طول الضلع المقابل 


للزاوية جء فإنه 


یمکن استخدام قانون مساحة سطح المثلث لاستنتاج قانون ھا 
الجيب الذي يبين العلاقة بین أطوال أضلاع المثلث وجیوب مساحة سطح المثلث - 
الزوایا المقابلة له. 

أى آن: + ب ج جا| - + اج جاب = | بجا ج 


صيغ مساحات المثلث المتساوية 


0 حاصل ضرب طولي أى 
ضلعين × جيب الزاوية بينهما 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 
موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


اگوالا نہد ہے بضرب كل عبارة في ۲ 
: 0 


= = تا سن كل غبار على ا 
بج انيه اب ج 
ڑج جح ت 
ےہ بالط ۳ : 
1 بت + خواصر التنا اہ 31 
جا[ جاب جاج و یں مت مساحة المثلث أب + 
۱ ا 
و ب جاج 
أى أن EE i‏ 
لها وتعرف هذه العلاقة بقاعدة الجيب أي 7ج - ]| 


استخدام قانون (قاعدة ) الجيب في إيجاد طول ضلع في المثلث 


ف مثل 


O‏ أوجد طول أكبر ضلع فى المثلث اب ج الذی فيه ف (<1) - ۳۳ 04" (اب) - ۲۲ 1۰۳24 < ۱۲6,۵سم 


سر سرت 
1 تدکر ان 
2 ۰ ی ۰ ۳ ۱ 0 (التباین فی ١‏ 5 0 


أكبر ضلع في المثلث هو الضلع المقابل لأكبر زاوية 


SS‏ +" زو یداو رحب ےت 
= ۶۵۳۳۳-۱۸۰ + ۲۲ 64[ = ۵ ۷" ویکون الضلع الأصغر طولّا 
:. أكبر طول ضلع هو ج لأنه يقابل آکبر زاوية فى المثلث وهی زاوية ج مقابلا للزاوية الأصغر قياسًا. 
1 سه ١‏ ١١٢ا‏ ج 
حا( عات 7 جا جاه ٩‏ 


يه 
ا و ,اسم 
حا ۲۳۲ o٤‏ 


ق حاول أن تحل 

() أوجد طول أصغر ضلع فى المثلث | ب ج الذى فيه ی (.<ا) = ٤۲‏ وه( < ب) = ٦٥‏ جه - ۸,۶سم 

Solving the triangle using the sine rule حل المثلث باستخدام فانون الجیب‎ 

المقصود بحل المثلث هو إيجاد قياسات عناصره المجهولة باستخدام القياسات المعطاة بشرط أن يكون من بينها 
طول أحد أضلاع المثلث على الأقل. 

آولا: حل المثلث بمعلومية طول أحد أضلاعه وقياسي زاويتين: 

لق مثال 


0 حل المثلث | ب ج حيث أ = ۸سم » ق(<)) ۰۳۳۱ ف( <ب) °۸ 


الوحدة الرابعة: حساب ل ا لمثلثات 


© الحل 
o 0 0 o‏ چ 
XN)‏ ج)- ۱۸۰ ۳۱ ۸۷ ( =1 
5 
وا حاب ا ےا 
1 ب ۸ 6 ۱ ند 7 
۸ جا 


۸ جا = 1١‏ ,١٠اسم.‏ 
وذلك باستخدام الآلة الحاسبة» تأ كد آولا من تهيئة الحاسبة لاستخدام التقدير الستيني لقياسات الزوایا ثم 
اضغط المفاتيح من اليسار إلى اليمين: 
OO‏ 57 20 65 رن 5 67 60 63 687 ۲7 + بدا 


چا جاجہ جا ٣‏ تفا ٠‏ چم ۸ جا٦۹۔‏ ےہ٥٠‏ ۲۳ 
01 س ۸ ج "7 7 تا 5 ×.. 


وذلك باستخدام الآلة الحاسبة كالآتى: 
(عاری (قالعالناری ری (یف(سارتاریاری ‏ حاإبداً 

8 حاول أن تحل 

© حل المثلث اب ج حيث آ-۸سم » ف(.<!) - ٦٦ء‏ ی(<ب) = ۶۰" 

دی مثر 

(۳) الربط بالجغرافيا: الشكل المجاور يمثل ثلاثة مواقع لمدن مصرية تکون مثانًا إذا كانت المسافة على 
الخريطة بين السويس والقاهرة ۸سم وقياس الزاوية عند الفيوم ۶۰" فأوجد لأقرب كيلو متر: 


٠‏ المسافة بین القاهرة والفيوم. امرس ا القاهرة 
ر المسافة بين السويس والفيوم. 7 ۱ 
علمًا بن كل اسم على الرسم يمثل ۱۱,۷۰ کم 
@ الحل 
)ع )°+ .£ "٠)"‏ مر الفيوم 
اج بج ۸ 5 


بط اه سا 


۸ حا ۰" 
سے ہہ ص 9 ا ساں 
جا۰؛ مم 


٠ ۸حا‎ 7 ١ 
المسافة بين القاهرة والفیوم = 1,۲۲ :۱۹,۷۰ < ۶ کم بج ل به لارااسم‎ 7 
کم‎ ۱۹١ 2۱1,۷۵ ۱١,۷ = المسافة بين السویس والفیوم‎ . 


7 


کتاب الریاضیات البحتة - - الصف الثانی التانوی 


موقع الاکتور محمد رزق معام الكيدناء التعايمى 


Geometrical Applications on the Sine Rule تطبيقات هندسية تقانون الجیب‎ 


6 2 
نا ی 


5 فى ای مثلث اب جيكون: ج - بان = أب - الى 
0 حيث س طول نصف قطر الدائرة الخارجة للمثلث اب ج 


چ 


البرهان:- | البرهان لا يمتحن فيه الطالب) ۱ 
ذا کانت الداثرة تمر ورس مثلث حاد الزوایا 

نرسم الداترة التی تمر برژوس المثلث | ب ج الحاد الزوایا ثم 

نرسم القطر ب س والوتر س | 

ف( دپ آس) ۹۰2 ء ول(د<اس ب)-ف(<اجب) 


جاس ےن > جاج تہ 
ألا پس ب س 
فیکون ب = ب س جا ج 
ج ٢ی‏ جاج أى أن: ۔ اس 
يقة مماثلة يمكن إثبات آن: ‏ - ٢ی‏ ع سور یر 
کو ہے 


کے ود و میں 
تق مثل 


© مثلث ل م ن فيه م - 5 ,۸ سم یہ( <م)ء ۰۳۱۰۰ ف( <ن) = ۶۰ أوجد: 


رل (۳ طول نصف قطر الدائرة المارة برؤوس المثلث ل م ن 
"3 مساحة سطح المثلث ل م ن 
© الحل 
(NS‏ ء 1۸° ).6.11 e<‏ 
ل ۶ ,1۸ 
= قاذ ۳ 

کے (قانون الحیب) ۱ 

۳ #9 2۸ ر ۸4 2 
J‏ وہ سس E‏ نت 44,15 سم وهو المطلوب )١(‏ ع 
ہے WE,‏ 

e‏ نوج ریف 

1۸ ۶ E 

أى أن سے > ۳۶,۷۲ ١‏ ۲ 

ی أن س ساد ,۳۶ سم وهو المطلوب (۲) 


۲ ف عا ی ا كت‎ INT 
مساحة المثلث ل م ن = ج م ل جان << 1۸,۶ < ۶,1۶ جا 3 ۱ سم‎ 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 
موقع الاکتور محمد رزق معام الگبقیاء التعاععى 


الوحدة الرابعة: حساب[االثلثات 
3 حاول أن تحل 
0 اب ج مثلث فیه = ٣۲سم‏ ء ی( ب) = ۳۵۹۸" ۰ 

وم(<ج) = ٠٠۳٤۲‏ أوجد مساحته» وطول نصف قطر الدائرة المارة برؤوسه 
ف مار 
(۵) اب ج و شبه منحرف فيه ١ی‏ // باج أى ٤=‏ ,۷سم » ق(<ب) - ۰1۲ (ل<ى) ۱۰٩‏ 
و( ×| ج ب) - ۶۱". آوجد 


© الحل 

فى 7 ۱ ۷٤‏ سم 5 

NESSES‏ (بالتبادل) 

EGS‏ نكن 

ا ۳ .اج رھ بي وري 1 ِ 
جا١۱۰'‏ جا۲۳ جا ٣٣‏ : : 

فى المثلث اب ج یلب اج) ء ۸ ۔(۹۲"+۶")۔ ۷۷" 

پر تھے کے بعالتت ا 
جا ۷۷" ا٢ہ" ١‏ جا ۲+ ۳ 


مساحة سطح شبه المنحرف اب جو = | ج×ب ج جا +*4١‏ ج اج << | وجا ۶۱" 
+۷۰٤ (۱۳,۰۱ =‏ جا ۶۱" = ۹۳ سم" 
3 حاول أن تحل 
(ك) اب ج و شکل رباعی فيه ج و -۱۰۰سم » 8( <ب جا) ۰۳۳۲( <ب و |) - ٥ء‏ 
ىلاب ج و) = ۰۸۰ ف( × جو |) = ۳۸۷ ۰ آوجد طول كل من ب ئ ء | ج لأقرب سنتیمتر. 
- سس 
وی تمارین ع - | 2 
اقمل كل مما یأتی: 
02 فى أى مثلث تتناسب أطوال أضلاع المثلث مع س 
(۲) فی المثلث ايب إذا كان ۲ جا ۳-۱ جاب - ۶ جا ج فان آ:ب: چه - ی 
(۳) اب ج مثلث متساوی الأضلاعء طول ضلعه ا ا ۳ 
رمث TEND TO A EE‏ ات٤‏ ,اسم فان 1 - سم 
ڑا في المثلث انه كرن ط2 دی 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة:- 
52 طول نصف قطر الدائرة المارة برژوس المثلث أب ج الذی فيه قه(<) - ۰ سم هو:..... 


٠ 0‏ سم (ب) ٠‏ سم (ج) دسم 0 ۰ سم 
(۷) إذا كان طول نصف قطر الداثرة المارة برژوس المثلث أب ج یساوی ۶سم وملی) -. ١‏ فان أ هو: 
0 ٤سم‏ 0 اسم رج - ® + 


موقم ندکتور محعد رزق مكنم نیہ سمش 


كتاب الطالب - الفصل الدراسی الأول 
آموقع الدکتور محمد رزق معلم آلکیمیاء التعليمى ۱۲77۳776 137-9 


(۸) فی المثلث اب جیکون المقدار ۲ ی جا | مساو پا: 


109 9 ب © ے © م(۸اب ج) 
() إذا كان س طول نصف قطر الدائرة الخارجة عن المثلث س ص ع فان - ب ع يساوى: 
0 سی 2 ۲ی © + سی داعس 
ss‏ 
\٤‏ 
1 ۷سم (#) ۲,۵ سم (#) اسم پہ 
9 فى المثلث س ص ع |ذا كان" جا س - 4 جا ص - ۲ جا ع فان س: ص> ع تساوی: 
(Î)‏ ۲ ۳: ء اب ہی جا ی٦‏ (د) ٦:‏ 
9 حل کل مثلث مما یلی: 
که 
1 # 


9 اب ج مثلث فيه ۵(.<) - ۰ 9( ب) < ۶۵ أن نے انتا :ب ج ۳۱۷۸:۲۲۱2 ١+‏ 

9 أب جہی متوازى أضلاع فيه أب = ۱۹,۷۷سم وقطراہ | ج جء ب٤‏ يصنعان مع ضلعه |ب زاویتین مقدارهما 
۲ ۸٤ء‏ ۰ آوجد طولی القطرین 

9 | ب ج و شبه منحرف فيه ١ء‏ //ب ج | ې = ۱۰,۷سم فہ(ذھھ) = ۰۳۱۰۰ ف(ذب) = ۱1۹٦ء‏ 
ی( < ج ای) -۵۰ ۰۳۲ آوجد طول کل من | جء ب ج 

)6٦(‏ اب جو شکل رباعی فیه‌ی/(<ب جی) ۸۸یہ(“ جو |)-9۰۳۸۷(<ب جا)-۳۱؟» ی( <ب و |)-هه" 
جک ۱۰۰۰ متر آوجد طول كل من ب ی | ج لأقرب متر. 

0 اب جمثلث فيه جا ج٣٥٥۳,٠ء‏ جه-۱۶سم. آوجد بدلالة 77 مساحة الداثرة المارة برؤوس المثلث من الخارج. 

(۸) اب ج مثلث فيه | ۰0۸ ی( < ب) = ۲۸ (<ج) = "٦۷‏ أوجد طول العمود النازل من | على |. 

اب ج مثلث فيه و( ا) = ٦٦ء‏ و( < ب) = ٤٥‏ فإذا کان ا + ب = (۲+۹۱) سم فأوجد كل من اب 

9 اب ج مثلث مرسوم داخل دائرة طول قطرها ۲۰سم» إذا كان ی(.<ا) = ٤۲‏ ف( < ب) = ۷٤٤۸‏ آوجد 
أطوال أضلاع المثلث أب ج 

0 اب ج مثلث فيه جه - ٩۱سم»‏ ف( <ا) = ۵۰۳۱۱۲( ب) ۲۳۳ أوجد لأقرب رقمين عشريين کل من ب» 
طول نصف قطر الدائرة الخارجة للمثلث. 

69 الربطبالجغرافيا: الشكل المقابل يمثل مواقع ثلاث مدن اء ب٠‏ ج 


أوجد لأقرب كيلو متر: 

۳ - ٤ب‏ چ 
(1) في المثلث أب ج أن ثبت أن: جا | ۳ ۳ 5 3 جاج جا ا 
© إذا كانت م ھی مساحة سطح المثلث آب ج أثبت أن م 52ر جا ج( 


الوحدة الرابعة 


3 سوف تتعلم 
4 قانون (قاعدة) جيب التمام لأي 
4 استخدام قانون (قاعدة) جيب 
التمام في حل الثلث. 
4 نمذجة وحل مشکلات رياضية 
وحياتية باستخدام قاعدة جيب 


التمام. 


ل المصطلحات الأساسية 
4 قاعدة جيب التام Cosine Rule‏ 


Acute Angle زاوية حادة‎ 4 


Obtuse Angle زاوية منفرجة‎ 4 


4 زاوية قائمة Right Angle‏ 
_ چ8 الأدوات المستخدمة 
4 آلة حاسبة علمية 


Scientific Calculator 


273 


یفضل عند كتابة القوانین 
الخاصة بجیب تمام الزاوية 
E‏ 
| دد 
دوري واحد. حتی 1 
عرفت إحدى الصور آمکن 
استنتاج الصور الأخرى. 


تحرکت سفینتان أ» ب فى نفس 

اللحظة من آحد الموانىئ» فإذا 

تحركت أفى اتجاه ۲۰" جنوب 

۲ كم وتحركت ب فى اتجاه 

۰ شمال الشرق حيث قطعت 
5 4 ۱ 

مسافة ٠١‏ كم في نفس الزمن. 

أوجد المسافة بين السفينتين فى نهاية هذا الزمن. 

استخدم القياسات الهندسية بمقياس رسم مناسب وذلك لإيجاد طول ١ب‏ . 

هل يمكنك استخدام قانون الجيب لإيجاد طول ب ؟ 

هل يمكنك استنتاج قانون آخر لإيجاد طول ب بمعلومية طول كل من وا وب 

وقياس الزاوية المحصورة بينهما؟ فسر إجابتك. 


2 تعلم ۱ 


فانون (قاعدة) جيب التمام The Cosine Rule‏ 
فيك ب و ج القائم الزاوية في : 
(ب ج)۲ - ( جدی)۲ + (ب ی )" (نظرية فیثاغورث) 
3 

= (پ جا|)۲ +( ج- و 
دپ" چا اموي" | ى9 

( بفك الأقواس ) 

= ہي تو "۔ ٢ب‏ ج> جتا! ( بأخذ ب ' عامل مشتر 


ece‏ (یالبسیط) 
و 
ومن ذلك یکون: 


> ج 5 > أ 


5 ۱ ب ۹ 1 متطابقة فیثاغورٹ 
۰ 5 ٢ب +٣‏ 
نت سر ہپ ےج التانوی 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيديا 


۰ ا للح هلخ 07 ل 4 0 تمت .ڪڪ 
تفكير ناقد: هل القانون السابق صحيح إذا كان ۸ | ب ج قائم الزاوية في ا؟ فسر إجابتك. 


ينص قانون (قاعدة) جيب التمام علی آنه: 


+۲ ا 0 E‏ 
۱ جو دج ٣۷ص E‏ ومنه ذا = .7 
۲ سس 2 0 ۳۹ 
ب" دح" دا اب ومنه جا > نت 0 
221 
۲ 7 ۲ 5 1 
کے 5 كك 7 جات ومنه جتاح = 1 2 
ت 


| أ) استخدام الآلة الحاسبة في إيجاد طول ضلع مجهول في مثلث باستخدام قاعدة جيب التمام. 

أراد أحد المهندسين أن يجد المسافة بين موقعين يصعب الوصول إليهما باستخدام جهاز قياس المسافات ووجد أن 

بعده عن النقطة الأولى (أ) يساوي ٠٠١‏ مترًا وبعده عن النقطة الثانية (ج) يساوي ۲۲۰ مترّاء ف (<ب اج) - ۵۶ ". 

استخدم هذه البيانات لحساب المسافة بين النقطتين لأقرب كيلو متر. 

١‏ - حدد بدقة البيانات التى رصدها المهندس 
باستخدام جهاز فياسات المسافات. 

۲ - حدد المطلوب. 

۳ - مثل البیانات المطلوبة بمقیاس رسم مناسب 
مستخدمّا الأدوات الهندسية اللازمة.. 

٤‏ > قس بالسنتیمترات طول ب ج. 

۵ - آوجد الطول الحقيقى للمسافة بين ب» ج 
بالکیلو مترات. 


کے 


5 > هل يمكنك استخدام قاعدة جیب التمام لإيجاد المسافة بین نقطتی ب ء ج؟ 9 >> 
تذكر ان 
وضع ذلك. 
تک 3 5 حك ۲ ۲ . الطول الحقيقى = الطول فى 
۷ قارن ين التيجة التي حصلت عليها في إيجاد طول بج بامتخدام او ات اوہ مد 


الهندسية وبين استخدامك لقاعدة جيب التمام. 
من النشاط السابق نجد أن: 
۱ - مقیاس الرسم المناسب هو: ۱ سم لكل ۲۰ کیلو مزا 
۲ > باستخدام القیاس: طول ب ج = ٩‏ سم في الرسم 


۳ - طول ب ج الحقيقي = ۹× ۲۰ = ۱۸۰ کم 


کناب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعایمی 


الوحدة الرابعة: حساب ل المثلثات 


سر 
4 ایت قاعدة جيب ھا کا - "بح جتا أ 
بالتعویض: | -(۲)۱۲۰ +(۲)۲۲۰- ۲۲۰۱۲۰۲ جتا ۵۶" = ۹, ۳۲٦۹‏ 
فتکون: = ",۱۸۰ کم. 
-٥‏ النتائج تکون أدق عندما یکون الرسم دقیقا ولکن یفضل استخدام القوانین لاعطاء نتانج صحيحة تمامًا. 
٦‏ - استخدام الآلة الحاسبة العلمية في إيجاد الناتج: 0 
اا اي و ا ا ااا ااا چ 39 


تطبيق على النشاطأوجد طول الضلع الثالث 0 لأقرب رقمين عشريين 
فی۸ اب ج الذي فيه: 
٤,۳٣ Û)‏ سی به - 84, اسم ہ (< جع ۱۰۱" 
(۳) بے سی کے سم یہ (ذا)- "٠٦‏ 
إيجاد قياس زاوية في المثلث إذا علمت أطوال أضلاعه الثلاثة: 


دی منر 


© آوجد قباس آکبر زاوية فی المغلث اب ح الذی فيه آ 1 رع به ۲,۲ سح ۲,۸ 


© الحل 
1 ےو کت ا کیر ژوانا الات قباس 
حتاا۔ ب٣‏ بح ٣‏ 0 01 (5؟,؟)؟ ی ,£( 
٢ب‏ کی“ ۲۱۲ ۲ 
باستخدام الآلة الحاسبة 07 
323100 010200032700+ 2 002 46 ( -) 06 (23ا 2 06 ر32 


وحيث إن جيب التمام سالبء فالزاوية | منفرجة 
(Î (۰‏ = ۵۳۹ °44 
3 حاول أن تحل 
0 أوجد قياس أكبر زاو ية في المثلث اب ح الذي فيه أ -۱۱سم ب - ۰سم = اسم 
استخدام قانون جيب التمام في حل المثلث: 
یسمح لنا قانون جیب التمام بحل المثلث بمعلومية طولي ضلعین وقیاس الزاوية المحصورة بينهما 


آولا: حل المثلث بمعلومية طولي ضلعین وقیاس الزاوية المحصورة بینهما 
Solving the Triangle Given the Lengths of Two Sides and the Measure of the Angle Included‏ 


كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانى الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعايمى 


لالس e.‏ 
ف مثل 


© حل المثلث اب ج الذي فيه 1 - ١١سمء‏ بے دسم »ف (< ح)۔ ۲۰" 


@ الحل 
يجب إيجاد حو (< ).ی (< ب) 


ہے ا + ب"'- 17ب جتا ح (قانون جيب التمام) 


= (۲)۱۱ + (۲)۵ - ۲ <۵<۱۱ جتا ۲۰" 


ح >(" + ()'۔۲× ٢×۱۱‏ جتا ۲۰" 18112 سم 
۳2 

تنا ات پ بح" - 5 (۵)"+ (۰۲۹ ,۲6 - ۲۱۱ = ۰,۸۱۷ 

أت رو و .۰ 


ف( امي 
فی ( × ب) = ۱۸۰ - [ف (< )+*ف ( × ح)] 


"۱۵,۲۱۶ ]۲۰ + "۱۶۶ ,۷۸۱[- ۱۸۰ = 


فى المثال السابق عند إيجاد قياس زاوية في مثلث بمعلومية طولی ضلعين وقیاس الزاوية 
المحصورة بینهما يفضل استخدام قانون جيب التمام بدا من استخدام قانون الجيب وذلك لأنه: 
2 في حالة استخدام قانون الجیب: 
> فان جیب الزاوية الحادة أو المنفرجة دائمًا موجب. 


۳ - في حالة استخدام قانون جيب التمام فإنه: 
> ذا كانت الزاوية منفرجة يكون جيب تمامها سالبًا. 
> و إذا كانت الزاوية حادة يكون جيب تمامها موجبًا. 
> يسمح أيضًا قانون جیب التمام بحل المثلث بمعلومية أطوال أضلاعه الثلاثةء 6 


علمًا بأن مجموع طولي أي ضلعین منهما أكبر من طول الضلع الثالث. يمكنك استخدام قانون الجيب 
7 لحيات ور( ۷+" 


ق حاول أن تحل ف( ب) بعد إيجاد ح 
2 ہے سے ۲ ولکن الفائدة التي تعود من 

() حل المثلث اب ح الذي فيه | - 4,7 اسم ء حك ۱۶,۲سم» استخدام قانون جیب التمام 
۵ (< ب) -۱۸ ۶۲" هو سر بين رل الحادة 


والمنفرجة. 


ثانیا: حل المتلث بمعلومية آطوال اضلاعه الثلا خة: 


ف مثل 


(۴) حل المثلث | ب ح الذي فيه - ۹ سم » ب“ = لاسم » حک وسم. 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


موقع الدکتور محعد رزق معلم الكتقناء انتعلیقی 


الوحدة الرابعة: حساب ل المثلثات 

© الحل 

المطلوب هو إيجاد قیاسات الزوایا |ء ب ء ح 
+ س2" 


بت بح ۲ ۲ ۲ 
جتا أ 2 0 - ۷ ا 2 اوه 
ےم ۲۳۲ +0۰ 


ح"+| ۔ب ٢۷ ۵ ٢‏ 
جتاب ت کے سے ۰,۱۳۳ 


o 


فہ (< ب) = ٥۰4۲۹۴‏ 
ق (< ح) ۸۰ -[ ی (< )+ ی (< ب)] "۲۴۳۳۷٦‏ 
8 حاول أن تحل 
(۳) حل المثلث اب ح الذي فيه | -۱۲,۲سم » ب ۱۸,٤‏ سم حك ۲۱,۱سم 
تطبیقات هندسية على فانون (فاعدة ) جيب التمام Geometric Applications on the Cosine Rule‏ 
9 منال 
© اب ح مثلث فيه 1 = 7۳سم . ب>- ح = ۲۷ سم» ومحيط المثلث يساوي ۱۶۰ سم وجد كلا من بت ح- 


© الحل 
7 ا كا (محيط المثلث) 5 
تج این کرو ہد أى ب + جح ح ۷۷ )۱( 
oe‏ دنم (معطی) )۳( 
من (۱) ۰ (۲) بالجمع ينتج أن 
٢ب‏ - ۱۰۶ أى أن = ۲ سم 
بالتعویض في ۱ ینتج أن ای 


ونلاحظ أن ح هو أصغر أضلاع المثلث اب ح 


٢۲ہ‎ ۲+ 


و ۲ ۲ ۲ 
ات جوم E‏ .0 


or ۲ ۲ب‎ 
۲۲۳۳۷ = (> XN) .. 
سیت‎ 


xo x x‏ جا ٣٦٦ > "۲٢۳۷‏ سم 
م 


موقم ندکتور محعد رزق مهلم الكيفياء تسم 


ا ا ف 999999 


3 حاول أن تحل 
0 ۵ اب ح فيه ب"< ؛سم | + ١اسمء‏ اح اسم .آثبت أن یہ (< ) -۲ وه N)‏ ب)ء ثم آوجد محبط 


9م مثل 
(0) اب حى شکل رباعي فيه اب - ۲۲سم .ی (.< | 14 ب) 9۰19 (< ۶ ب |) 7٥٥<‏ ب ح = ۲۵سم 
وح - ۱۸سم آوجد: ی (< حاب 6) یه (< ب حو) ۱ 
@ الحل 
في ۸ب و 
ییرہ<) A=‏ )10+0( 
= ۱۱۵-۲۱۸۰" = °10 
EES OSS‏ 
7 اب = بو - ۲۲سم 


فى ۸ ۶ ب ح 
(ب )"+ (ب ح)'-۔(وح)" 
جتا( × و ب ح)= 
۲ (ب ک) (ب ح) 
ا ف ے ۷۱۳۷,. 
YoxYY XY‏ 


.ا قا(“ وبح) - ETA‏ 


۲ (بح)'+(حہ۶)'۔(ب ۶)' _ ۲۲۵( : 
ا وچ ۲ (ب ح) (ح ک) 5 1220 سم ۳ 


(S>) 3 <.‏ - ۵۸۵۳۲۸" 
8 حاول أن تحل 

(8) اب حو شکل رباعي فيه ف (< ۶ | ب) لد و ب ح) ۹۰2 ۲ 

بو - ١٠سمءأى‏ حسم .ی (< و حاب) - ۳۰" آوجد اح 


لأقرب سنتیمیتر. ۵ سم 
9 مثال ٣‏ سم 


حو = دسم » ب و =۸ سم » آثبت أن الشکل اب ح كى رباعي دائري. ب ۷ سم ج 
©> الحل 
فى ۸ اب < 


۱ 05 ۲-۲0۳ +۲)۸( 01 EE سا‎ 


XAxY e 


كتاب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكيدناء التعاععى 


الوحدة الرابعة: حساب ل المثلثات 


.. ىل( )= )۱( 
فى ۸ ب و ح 


یام لها" + وب" (بح" _ 0-۲۲۵ ١‏ 

۲(حو) (وب) AXoxXY‏ ۲ 

ہی للدم دنا )۲( 

.ی (< ب أ ح) = ی (< ب و ح) وهما مرسومتان على ب ج وفي جهة واحدة منها فيكون الشكل 


أب ح و رباعي دائري. (وهو المطلوب). 


8 حاول أن تحل 

© أب ح و شکل رباعي فيه اب = ٩سم‏ . ب ح - دسم » حر -۸سم و | -9سمء | ح = ۱۱سم. آثبت أن الشکل 
لح سح« 
8# مر 8 

أكمل كلا مما يأتى 


)١(‏ يستخدم ........... لحل المثلث بمعلومية طولى ضلعين وقياس الزاوية المحصورة بينهما 
0 يستخدم ......... لحل المثلث بمعلومية قياسى زاو يتين وطول ضلع فيه 


() فی أى مثلث ل م ن یکون: ل" - م" + ن" - م تس تن 


(ك) في المثلث اب ج » آطوال أضلاعه ۱۳ء ۱۷ء ۱۵ من السنتیمترات فان قياس آ کبر زوایاه يساوي وه 
() مثلث س ص ع أطوال أضلاعه 0,۷سم ۰ ,لاسمء ۳ ,٤سم‏ فإن قياس أصغر زواياه يساوي 0000 
7 ۸ س ص ع فيه س - ٠١‏ سم » ص = 1سم فی( <ع)- "٦٦‏ فان ع = RENE‏ 

۷ فی۸ ل ك م يكون ك" + م' - ل" - e‏ 

اختر الإجابة ا لصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 

0 قياس أكبر زاوية فى المثلث الذى أطوال أضلاعه ۰۳ ٥‏ ۷ هی: 


ھا .و۱ (ب) .مه © .+ (د) .۳ 
© فی ی مثلث ل من يكون المقدار ا مساو 

® جتال (ج) جتا © جتان @ لا شى مما سبق 
2 في المثلث س ص ع یکون ص“ + ع٣-س٣۔٢ص>ع×‏ 5 

.أ جتاس جاع 1 جتاع (۵) جاس 
9 فى المثلث اب جء : ب: جه - ۲:۲:۴ فان جتا | تساوى 

®` ® -` ®` (د) ۲ 

كتاب الرياضيات البحتة - - الصف الثانى الثانوى 


موقع الدكتور محمد رزق معام الگبقیاء التعايمى 


اا ا "99 
آجب عن الاسئلة الاتده: 


9 نی المثلث اب ج إذا کان: 


0 أ- وسم » بک“ /اسم» ج = اسم فأثبت أن ف( ×ب) = ٦٦ٴ‏ 
9 = ]سم » بہ= سم ج“ = اسم فأثبت أن 9(<ج) -۱۲۰" 


(ج) ۱۳-1سم ب>- /اسم » ج٣‏ ۱۳سم فآوجد ی(<ج) 


د 9 3 =٣‏ >= فا 

(ھ) ۱ اسم ء ب = اسم » ج = ۷سم فاوجد ویل<)) 

() 1- ١٠سمء‏ ب>-17اسم » ج>- ١‏ اسم فأوجد قياس أصغر زاوية فی المثلث 
1 = سم ب>- اس ج< لاسم فاوحد قياس أ كبن زاو ةف المثلث 


(ذ) -۱۷سم ب ١١‏ سم ی (<ج) - ۲" فأوجد ج>مقربًا لأقرب رقمین عشریین 


O‏ ب»- ۱۶-۱1 یمل۱) - ٩۷۷‏ فأوجد آمقریا لأقرب رقمین عشریین 


© في التمارین من (( إلى (3)) حل المثلث اب ج: 


9 متوازی أضلاع طولا ضلعیه المتجاورین ۱۸سم» ۲۲سم وقياس الزاوية بینهما ۰۳۳۹ آوجد طول أصغر قطر له 
مقربا لآقرب رقمین عشر یین. 

أب ج ی شکل رباعی فيه اب =۹سم» ب ج - هس ج ی -۸سم .| ی = اسم »| ج - ۱۱ سم آثبت أن الشکل 
أب جو رباعی داثری. 

ری اب جء متوازی آضلاع فيه أب = ٩سم‏ »ب ج - ۱۲سم »| چ سم آوجد طول ب و 

69 اب ج مثلث محیطه سم 1 -۲۹سم ی( = ۰ء ء أوجد مساحة سطحه. 


کناب الطالب - الفصل الدراسى الأول 


موقع الدكتور محمد رزق معام الكندناء التعایمی 


6 الوحدة الرابعة: حساب ل ا لمثلثات 


© الربطبالملاحة البحرية: بقف کریم وغدیر على جانبي نهر کم یبعد كريم عن القارب؟ 
قرب إجابتك لأقرب متر. 


الربط بالزراعق يريد مزارع وضع سياج بقطعة آرض مثلثة 
الشکل طول ضلعیها ۹۸ءء 1۶ م ء وقياس الزاوية المحصورة 
بینهما "٥٢‏ فما طول هذا السیاج؟ 
آثبت آن: ( آب)" +(اج)۲+۲)۶۱(۲-۲(ب و )۳ 
و إذا كان: اب = ٥‏ سم » أج =۸ سم »ب ج۱۲ سم آوجد | ى. N,‏ 
7 2000 تشم شوت 7 ۸۰( 


)60 في المثلث | ب 
ج إذا آف0 +ب ہبے) 7[ یت نے ےآ 


فاثیت آن: 4 3 ۰ ثم آوجدی(<ج) عندما ك - ١‏ 
7 9 5 


9 مسافات: يركب كريم دراجته البخاريه لیقطع المسافة من وکم 
المدينة أ إلى المدينة ج مرورًا بالمدينة ب بسرعة منتظمة ج ف 
مقدارها ۳۰ كم /س » ثم يعود من المدينة ج إلى المدينة | درم 
بسرعة منتظمة مقدارها ٤٤‏ كم /س. أوجد: ۱ 


| 1 المسافة بالكيلو متر بين المدينة ج المدينة | 
ا الزمن الكلى بالدقيقة للرحلة كلها. ۹ 
9 التصمیم المعماری: صمم مهندس معماری مبنى على شکل مثمن منتظم طول + 1 
كل ضلع من أضلاعه ٦‏ آمتان أوجد أطوال الأقطار عب » ع ج» عي . .۰ ٩‏ متر 
© اكنشة الخطأ اب ج مثلث فيه | = /اسم »ب ٠١-‏ سم ء ج = هسم ب , 
وم(<) - ۶۱,۱۲ . آوجد وم( “ب) 


07 5 ۱ ےک ےت 
e 3C‏ 
E ۶99۶9٥٦ I ٦‏ 
66 سرد E AEE‏ ۲۳ ۷+ 9 
ل E‏ 


۰ ا کے ۰,۶۸۸ 


۷١,۱۹ فہ(۔۔ب)ء‎ 


